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SOUHRN

Disert&ni prace je zattena naeSeni uloh s nekonvexni gastech linearni delovou
funkci s linearnimi omezujicimi podminkami. V prgeipredstaven originalniifstup

k feSeni Uloh toho typu a podrabpopsan navrzeny algoritmus.

Literarni gehled je ¥novan teoretickym vychodiskn, ktera je nezbytné popsated
vypracovanim vlastnihoifstupu kieSeni stanoveného problému. Nejprve je popsana
problematika linearniho programovéani a obecny éigois simplexové metody. DalSi
kapitola je ¥novana pipadim s vice delovymi funkcemi a metodam vicekriterialniho
programovani. NeptSi prostor je ¥novan vicekriterialnimu simplexovému algoritmu,
ktery potom bude i déle v praci realizovan.

Nasleduje kapitola o nelinearnim programovani, kelepojednano o podminkéach
existence optimalnihteSeni. V této kapitole je také zma c4st ¥novana problematice
konvexnosti funkci, jelikoz je hledisko konvexnostiéto praci zasadnim tématem.
Poslednim typem matematického programovani j&gstech linearni programovani.
Zde jsou pedstaveny p@astech linearni modely, ndvaznost na linearni prograni

a moznostifeSeni pocastech linearnich model V zawru literarniho pehledu jsou
piedstaveny &které pFipadové studie s@asnosti, které jsou spojeny s modely
po ¢astech linearniho programovani.

Poté jiz nasleduje vlastni naviaSeni problému. Nejprve jequistaven obecny model
po ¢astech linearniho programovéani (PWLP), ktery regmége Ulohu, pro niz jedba
nalézt algoritmugeSeni. Na zakladpristupi popsanych v reSerSdésti je tento model
(PWLP) transformovan na model s podminkandlicich bodi (PWLP-B), které
vyjadiuji hledisko jednotlivych linearnich segménpo c¢astech linearni funkce.
Pridanim €chto podminek do modelu ziskava proseseni utité specifické vlastnosti,
které jsou zde podrobnpopsany. Nasleduje diskuze o moznostéeheni tohoto
modelu a v jejim z&vru je gedstaven vlastniffstupieseni, ktery spiva v prevedeni
modelu (PWLP-B) na model vicekriterialniho prograso (PWLP-MC). Pouzitelnost
tohoto fFistupu jeradre zdivodnina.

NavrZzeny pistup je potom demonstrovan rf@dh odliSnych zadanich. Jsou rozliSeny
piipady, kdy ma nekonvexni pa&astech linearni delova funkce monotonni
a nemonotoénni g@béh. Nejprve je pedstaven fipad s monotonni dglovou funkci
a postup algoritmu je zde podrabrkomentovan. Nasledujeigrstaveni Ppadu

s nemonotonnidelovou funkci, kde jsou podrobkomentovany jiz pouze ty okolnosti,



které se odliSuji odifpadu pedchoziho. Na z&v je predstaven fipad s vlastnostmi
degenerace a symetrie, které mohou komplikée®eni. Po realizaci vSedeth zadani
jes€ nasleduje navod priesitele, jak se Iépe orientovat v prostoegeni, jelikoz tato
orientace neni u rozsahlejSich dloh trivialni. Nage je striéné shrnuty navrzeny

algoritmusieSeni doplény o obrazové schéma.

Kli ¢éova slova Pocastech linearni funkce, vicekriterialni programdyaicekriterialni

simplexovy algoritmus, nekonvexni funkcelici body.



SUMMARY

The PhD thesis is focused on solution of a probkgth non-convex piecewise linear
objective function with linear constraints. Thegimal approach is presented while the
designed algorithm is described in detail.

The literature review is dedicated to theoreticasib that has to be described before
elaborating own original approach to solution @ thiven problem. First, the means of
linear programming and the algorithm of the simpleethod are described. Next
chapter describes cases with multiple objectivetions and methods of multiobjective
programming. Main attention is given to the muljesftive simplex algorithm which is
to be further used in the thesis.

The chapter nonlinear programming follows where twnditions of optimality
are discussed. In the same chapter, a considepalles dedicated to the problems
of functions’ convexity since the aspect of conteig the essential topic here. The last
branch of the mathematical programing describegiesewise linear programming.
Here, piecewise linear models are introduced and thlationship to linear
programming and the possibilities of solution aesatibed. At the end of the literature
review, some case studies of the recent years basedhe piecewise linear
programming are presented.

Thereafter the own design of the solution followgst of all, the general piecewise
linear programming model (PWLP) is introduced. Tingdel represents the problem for
which the solution must be found. Considering theraaches described in the literature
reivew the model (PWLP) is transformed into the elodith added boundary points
constraints (PWLP-B). These additional constraenpress the aspect of individual
linear segments of piecewise linear function. Thkit®on space of the model gains
some specific properties if enriched of these gairgs. These properties are described
in detail. The discussion about solution poss#sitof the model follows and at the end,
the original approach to solution is introducedlids in conversion of the model
(PWLP-B) into multiobjective programming model (PWAMC). The applicability
of this approach is properly justified.

Proposed approach is then demonstrated on thrésredif examples. Two situations
are distinguished where the non-convex picewisealirobjective function is monotone
or not. First, the situation with the monotone chbje function is introduced

and the means of algorithm are commented in deét®ikt, the second situation with



non-monotone function is introduced and described detail only where
the circumstances are different from the firstaitan. At the end, the situation with
the properties of degeneracy and symmetry is ioted as these properties may
complicate the way of solution. After these exarmpdee introduced, the guide how
oneself should orientate in the solution spacedded because the orientation is not
quite simple in extensive examples. The proposegorglhm is summarized

and accompanied by schematics in the conclusion.

Keywords: Piecewise linear function, multiobjective prograing, multiobjective

simplex algorithm, non-convex function, boundaryngs
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1 Uvod

Optimaliza&ni modely jsou vyuzivany ve skdteé velkém mnoZstvi oblasti¢dy a praxe.
VétSina technik z oblasti opemiho vyzkumu je na optimalizaich gistupech zalozena.
Od typickych oblasti, jako je matematické prograamy se lze dostat tkorii her,
logistickym systéfm, teorii hromadné obsluhynebo teba distribucnim Gloham
Optimaliza&ni modely nalézame vSude tam, kde existuje probiémoz nejlepsi (optimalni)
reSeni se snazime naléfit goodrzeni stanovenych podminekitém optimaliz&ni techniky
maji své jadro v zakladnich a#tvich matematiky, jako jsouineérni algebra ¢i
diferenciélni pget

Reseni optimalizgnich problém bylo zhruba od 30. let minulého stoleti zkoumano
a popisovano nespetnym mnoZstvim autdr A presto stéle existuji takové problémy,
jejichz efektivnireSeni je&t znamo neni&bec nebo jen s &itou chybou. Fikladem niize
byt tradéni problém obchodniho cestujicihoa &z Ize také nahlizet jako na problém
optimalizani. U rekterych optimaliz&nich probléni je jejichteSeni jiz dostate¢ znamé,
avSak stale je mozné objevovat nové&siupy kieSeni, které jsou vigg mérg vhodné pro
ur¢ité specifické situace.

Disert&ni prace s nazver@ptimaliza’ni modely s nekonvexni géastech linearni funkci
piedstavuje inovativni fisstup kieSeni této specialnifidy optimaliz&nich modei.
Nekonvexnost optimalizai Ulohy je fenomén, ktery &uje hledani optimélnihéeseni,

a algoritmyiesici takové Ulohy jsotasto velmi komplikované nelimso¢ nakladné. Tato
prace pinasi novy pistup kieSeni specifického problému s touto nezadouci ndast
Problém je pomoci ditych technik peveden na problém bez této neZzadouci vliastnosti za
cenu ¥tSiho p@tu prongnnych a podminek ve srovnani s modeldmwognim.

Tato disertéani prace je jistym vyvrcholenim autorova badani wbligacni aktivity

Vv riznych oblastech opefiaiho vyzkumu (Hlavaty, 2010, 2013, 2014, Hlavaf@meova,
2014) a potom zejména v oblasti matematického progwani (Hlavaty, 2012, Kaspar,
Marusak a Hlavaty, 2015).

Diserta&ni prace navazuje naigodni praci docenta Milana Housky z Katedry systéého
inzenyrstvi naCZU v Praze, jenz se ve svych publikacicknwje optimalizanim
problémim s po ¢astech linearni delovou funkci, a to fedevSim jejim konvexnim
pripadim (HouSka a BroZova, 2003, HouSka, 2005). V té&migten nalezne roz&eni na
piipady nekonvexni, které jsou v nasledujicidudcich pokud moZno srozumitelnou a

privétivou cestou vysitleny a popsany.



2 Cil prace a metodika

2.1 Cile

Cilem disertani prace jenavrhnout vlastni fistup pro vyeSeni optimalizéniho

modelu s nekonvexni pastech linearni éelovou funkci.

Tohoto obecného cile bude dosaZzeno&pin nasledujicich dilch cil:

1. Definovani modelu s nekonvexnidéstech linearni éelovou funkci
Modely s po castech linearni delovou funkci, ktera spuje predpoklad
konvexnosti, jsou dostates znamé. Ukolem je definovat obecny model
matematického programovani s &stech linearni nekonvexntalovou funkci.

2. Modifikace modelu s nekonvexnidastech linearni éelovou funkci
Obecny model matematického programovani sastech linearni delovou
funkci je poteba vhoda upravit takovym zfisobem, aby bylo mozné na tento
model aplikovat #&ktery znamy algoritmus, modifikaciékterého znamého
algoritmu nebo kombinaciekterych znamych algoritin

3. Navrzeni algoritmu pro7eSeni modelu s nekonvexni @éstech linearni
Ucelovou funkci.
Prednttem matematického programovani je zejména nalepgtimalnich
piipustnych hodnot proénnych modelu. Jedna se o nalezeni extrégaloué
funkce promdnnych, které musi vyhovovat zadanym vazebnim pokianin
Ulohy hledani vazaného extrému jsou vieobatwlye znamé. Zpravidla viak
pouze pro fipady, kdy je pislusna delova funkce konvexni, nebo je jiného
specialniho typu. Cilem této faze je tedy za pomuaptimaliz&nich technik
nalézt optimalniteSeni ulohy (pokud takové existuje) a dokézat, EREp

nalezen&eSeni je skutanym optimalninteSenim ulohy.



2.2 Metodika

K dosazZeni stanovenych icibude vyuZzito metodického postupu, ktery Ize shirdm
nasledujicich fazi:
1. Zpracovani odborné literatury

Literarni gehled pojednava o stasném stavu zkoumané problematiky
a jsou zde popsana teoreticka vychodiska, ktena pezbytna pro realizaci
vlastniho vyzkumu. Jednotlivé kapitoly literarnipieehledu na sebe logicky
navazuji.
Literarni gehled za&ina kapitolouLinearni programovani Zde je také
popsana obligatni metoda ptreSeni problérin linearniho programovani —
simplexova metodaK linearnimu programovani je fipojena kapitola
vicekriterialniho programovani, které vykazuje éing charakter.
Model po ¢astech linearniho programovani ve skntesti miZze slouzit
k feSeni nelinearnich problém neba@ kaZzdou nelinearni funkci Ize
aproximativié¢ nahradit funkci pocastech linearni. Proto je v dal&sti
popsana problematika nelinearniho programovaniadddsotazkou kazdé
tlohy matematického programovani jecemi existence optimaceélové
funkce, proto jsou dale definovany obecné podmiogtmality. Poté jsou
piedstaveny algoritmy, které na zaldadchto podminek funguji. VSechny
tyto algoritmy se tykaji konvexni optimalizace, fargsou nasledhstruné
uvedena uskali nekonvexni optimalizace.
V hlavni ¢asti literarniho fehledu je popsano téma négkitejSi, a to
po ¢astech linearni modely. Konkrétjsou zde popsanyi@devsSim typy
téchto modei dle jednotlivych autdr, ale také specifické algoritnigsSeni
téchto model. V zawru literarnihno pehledu jsou uvedeny ¢ktere
piipadové studie s@asnosti, které poukazuji na uzmest po castech
linearniho modelovani.
V literarnim gehledu je vzhledem k povaze tématu mnozstvi odlobrny
pojma. Pojmy, které Ize povazovat za vSeoliesrozumitelné, nejsou dale
blize charakterizovany (n&pderivace normalovy vektgr Nékteré meén
obvyklé pojmy, jejichz podstatu neni mozné kompteystihnout v této

praci, (nag. afinni funkce, Jacobiho maticgsou pak stréné vyswtleny



formou pozndmek a zpravidla s odkazem na literatitera o dané

problematice pojednava podrabn

. Vlastni vyzkum

Na literarni pehled navazuje vlastni originalni prace. Tacpd v definici
nekonvexniho pocéstech linearniho modelu, jeho nasledné modifikaci
a konstrukci algoritmu, ktery dokaze nalézt sknéoptimalnireSeni tohoto
modelu. K realizaciéchto kroki bude vyuzito poznatknabytych v reSersni
Casti prace. K uskuteeni cili neni teba vyuzivat Zadnych speciélnich
vyzkumnych technik.

Post&ujicim nastrojem pro nutné vygly bude MS Excel 2013, ktery
umoziuje algoritmy uvedeného typieSit automatickyi poloautomaticky.
Reseni problému bude dopho o grafické ilustrace. Grafy funkci jsou
vytvoreny v zdarma dostupném online nastroji
Desmos graphing calculator. Tento nastroj je schopen dle analytického
zapisu vytvéet grafy funkci jedné prognné. Obrazky vytviené timto
nastrojem budou dopiny v popisku komentémvytvaeno vDGC.

VesSkeré ostatni obrazky byly vytemy autorem v programu MS
Powerpoint 2013. Pokud jsou tyto obrazkegyzaty od jinych autdr jsou
doplreny odkazem na originalni dilo. Prvky v textu vyZgciumatematicky
zapis budou zobrazeny standardnim kokaén zpisobem.

V praci se vyskytuje mnozstvi uloh hledani vazanéktsému, které jsou
charakteristické maximalizai nebo minimalizéni &elovou funkci.
Charakter této funkce neni v praci jednotny. U \@toych praci jinych
autoii je sner optimalizace vzdy i@vzat v originalni podaba ve vlastni
praci se vyskytuji ob moznosti. Ve vSech ffpadech je mozné
maximaliz&ni funkci pgevést na minimalizai a naopak. V &kterych
piipadech by vSak bylo nutné upravit omezujici podapialohy tak, aby
tloha davala smysl, ¢a teSeni a totdéeSeni nebylo trivialni.

Vzorce, obrazky a tabulky jsotislovany odliSnym zjgsobem, aby bylo
mozné se na&v textu odkazovat, pokud jéeba. Vzorce jsouislovany

v souvislosti gislem kapitoly 1. nebo 2. Uro¥ra pdadovym ¢islem ve
formatu X-X-X, obrazky ve formatu X.X a tabulky ¥@&matu TX.X.
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3. Zawr, diskuze
Veskeré vystupy vlastniho vyzkumu je nutné &t&ushrnout a podrobit
diskuzi. Je rov& nezbytné konfrontovat upodni stanovené cile se
skute&nymi zawry prace a konstatovat, Ze tyto cile byly n&pin Takto

bude @inéno v samém zavu préace.



3 Literarni p fehled

Literarni grehled obsahuje teoreticka vychodiska, na nichZzoggven vlastni vyzkum
uvedeny v druhéasti této disertmi prace. Prace jinych aufgrze kterych jeerpano,
se tykaji zejména problematiky hledani vazanychéexi funkci vice promannych.
Tato pomérné obsahla problematika je zde redukovangedpvSim na oblast
matematického programovani. Obecné pojednéani @hiedacionarnich badunkci —
lokalnich extrém nebo sedlovych bdd— zde neni uvedeno, nebpfimo nesouvisi
s konkrétnimi cili této disertai prace. Redpoklada se vSak, Z¢en& je dostatené
seznamen se zakladnimi principy hledani volnychzanych extréin funkci jednéi
vice prongnnych. Steja tak je gredpokladem pochopeni nésledujiciho testen&ova
znalost zakladl diferencialniho pé&u a linearni algebry. Literarnitghled se &nuje
raznym gistupim k matematickému programovani, rg$i prostor je ¥novan
problematice vicekriterialni optimalizace a g@stech linearnim modeh. V literarnim
piehledu je také€ast textu ¥novana konvexni funkcim a uskalim Uloh s nekonvekni
funkcemi. V zav¥ru literarniho pehledu jsou uvedeny aplikace madgdo ¢astech
linearniho programovani, které ilustruji vyuzitedhteoretického aparatu, jemuz se tato

prace ¥nuje, v praxi.

3.1 Linearni programovani

Obecny problém matematického programovani popisujgnozstvi autar.
Jeter (2010, s. 23) uvadi, Zze jednou z prvnich @ibewi problému matematického
programovani byla dopravni Uloha. Problémy materké@tio programovani se mezi
prvnimi zabyvali Kantorowi (1939), Hitchcock (1941) a Koopmans (1949). V roce
1975 za stj prinos obdrzeli Kantorovi a Koopmans Nobelovu cenu za ekonomii.
Nasledujici popis problému matematického programbwaddi Jeter (2010, s. 1-2).
Neclt’ f je funkce realnyciisel rékolika prongnnychx,, x,, ..., x,,. Potom definujme
zakladni problém matematického programovani jalsbedi@jici problém
minimalizujte (nebo maximalizujte)(xy, x5, ... X,,)
za podminek
(X1,X5, ... Xp) € Q,

kde () predstavuje podmnozinu defémiho oboruf.



Pokud je 2 = {(xy,x5,...,x,):Vx; € R}, potom tento problém nazyvame ulohou
hledani volného extrému (originélrunconstrained optimization)R zde vyjaduje
mnoZinu v3ech realnyctisel. Pokud ma byt vySe uvedeny problém omezerk jea
mnozinaQ obvykle definovana jako mnozina hodnot peomych sphujicich soustavu
rovnic a nerovnic, které nazyvame omezeni. Furfeg, x,, ..., x,) se nazyva &elova
(nebo kriterialni) funkceQ je ¢asto nazyvana jako mnozindgustnychéeSeni.
Funkcef je linearni, pokud existuje ve tvaru
f(x1, %2, vy Xp) = C1X1 + -+ Cpxp (3-1-1)

kde cy, ..., ¢, € R. Jedné se tedy o realné konstanty. Konstant®e nazyva cenovym
koeficientem prornné x;. Omezeni ve tvaru rovnice je linearnim pokud exeést
ve tvaru

ajx;+-+ax,=b (3-1-2)
kde ay,..,a, b € R. Pokud jsou omezeni ve tvaru nerovnic, musi mierne
Z nasledujicich tvar

a;xq +-+ax, <b

ax; +-+ax, <b (3-1-3)

aixq +-+apx, =b

a;x, ++a,x, >b
kdea, ...,a,,b € R.
Pokud jef (x4, ..., x,) linearni a mnozinaifpustnychreSeni je zcela tena soustavou
linearnich rovnic a nerovnic, potom se tento probldatematického programovani
nazyva ulohoulinearniho programovani Ve vSech ostatnichiipadech hoviime

o nelinearnim programovani.

3.1.1 Simplexova metoda

Jak popisuje Jeter (2010, s. 23-24), vroce 1940 tesdhniky matematického
programovani dostaly do pisgali zajmu amerického letectva. Bylo zjisb, ze velké
mnoZstvi problén vyZaduje minimalizaci nebo maximalizaci linedrahkce rkolika
promennych s ohledem na dity pocet linearnich omezeni. Dantzig (1948) proto
vytvoril metodu profeSeni takovychto problémktera se nazyva simplexova metoda

(nebo také primarni simplexova metoda).



Pred samotnym podrobnym popisem simplexové metodgiinej zavedeme dkteré
pojmy tykajici se modelu linearniho programovanéré budou v praci nadale hsjn
vyuzivany. Rozhodovaci pramneé — givodni pronénné modelu, zri@nix;.

» Doplikové promnné — prominné gidané v ramci transformace modelu do
rovnicového tvaru, vyjadji piekrateni ¢i nedosazeni omezujici podminky,
znaenid;.

e Pomocné progmné - promnné gidané vramci transformace modelu do
kanonického tvaru, vyjadji nesplgni omezujici podminky type nebo =,
znaenip;.

» Kanonicky tvar — tvar matice modelu linearniho pesgovani, kde vSechny
omezujici podminky jsou ve tvaru rovnic a leva rabbsahuje implicith
jednotkovou matici.

» Kanonicka baze - neboli ortonormalni baze, bazengeavych vektoil
(1,0,0, ...),(0,1,0, ...), (... 0,0,1).

* Dualita — dvoji pohled na optimaligai problém — primarni a dualni model.

e Stinové ceny — hodnoty vyjagici zménu (elové funkce a jsou gaany
v kritériu optimality. Z pohledu dualniho modelu jggina o hodnoty duélnich

promegnnych. Znéeniz; — c;.

Popis primarni simplexové metody uvadi mnozZstviorut Velmi prehledré
a s vyuzitim nazornychiikladi ji popisuje Vanderbei (2008, s. 13-22). Nasledujic
obecrjSi popis primarni simplexové metody uvadi Jet@i(® s. 81-88).
Uvazujme problém line&rniho programovani ve tvaru
Minimalizujte cTx
(3-1-4)
podleAx =bax >0

kde A € R,,xn, X € R,«1. DOdejme, Ze vSechna omezeni jsou ve tvaru roarkezda
proménna x; je vazana podminkou nezapornosti. Vekbooznauje vektor pravych
stran a vektor vektor cenovych koeficietiti¢elové funkce. Déle budeme uvaZovat, Ze
hodnost maticdl je m (potomm < n). Tento poZzadavek nevede ke ztnaa obecnosti

této metody.



Definujmez, jakoz, = ¢’ x. Potom Ize problém (3-1-4) vyj#itliako hledanteseni pro
X € R,»1 @z, € R pro
Ax=0b
(3-1-5)
—c"x+2,=0
kde je prox =0 minimalni z,. Tato omezeni mohou byt zapsdna maticako

soustava rovnic

[ S o1
nebo také v roz&ném tvaru
[_‘2, 2 g] (3-1-7)

kde 0 zn&i nulovy sloupec.

Protoze je hodnostd| = m, potomA obsahujem linearré nezavislych sloupcovych
vektori. Pro zjednoduSeni zapisu, ale bez ztraty obecnimgtieme pedpokladat, Ze
prvnich m sloup& matice A je linearg nezavislych. Nechje B = [AD ... AM],
tj. matice prvnichm sloup& matice4, a D = [A™*D  A™], tj. matice poslednich
n — m sloupd@ maticeA. Potom jed = [B D]. Nech’ je

xg = [x1 Xy ]7, xp = [Xs1 - Xn]T, €5 =[cq ..cy]” @ ¢p = [Cisq --Cp]T. Potom

x=[xk xllac=[ck ch]. Déle ze vztahu (3-1-6) ziskame

Xp
B D o0 b
% 2 S| 12 c19
a z toho
B D O b
[—clT; - 10 (3-1-9)
Tato matice se nazyva vychozi matice problému.
Vynésobenim zleva matici
B o' B! o0
= 3-1-10
[—CIT; 1] [CEB_I 1] ( )
dostaneme
E B™lD 0O B
[O ckB'D—ch 1 c,T;B‘1b] (3-1-11)

E je jednotkova submatice. Matici (3-1-11) lze ziskaké realizaci w@itého p@tu

elementéarnichiadkovych Uprav matice (3-1-9).



Teorém 1
Pokud jeB b >0 a ckB™ D —c}, <0, potomx =[x} x0]", kde x5 = B™'b
axp =1[0..0]7, je tfeSenim problému linearniho programovani a minimabdnota

ucelové funkce jez, = c5B~1b.

Predpokladejme, zZdx = b ax = 0. Necit je Xz = [E B~1p]. Plati, ze
BXz =B[E B'Dl=[B BB 'D]|=[B D]=A.Protob=Ax = BXgx a
b = Bxg. Tedy0 = B(xg — XgX). ProtoZe je maticB regularni, Ize odvodit, Ze
xg — XX = B710 = 0, ¢ili x5 = XpX. Potom

cgxp = c5XpX = cx[E B-1DIX = (3-1-12)

=[ck B IDIx <[c} cf]x=c"x

Timto dostavame vysledelRikame, Ze pokudez = B~'b a xp = [0...0]7, potom
x=[x% xT]7 se nazyva bazickéeSeni soustavyx = b. Ftitom musi platit, Ze
matice B neni singulardi Matice B se nazyva matice baze a soustava skbupc
{A®, ..., A} se nazyva ffpustna baze bazickéhte3eni. Kazdé bazickéeseni
x zAx = b, které je zaroue pripustnymieSenim problému (3-1-4), tj. pro= 0 se
nazyva pipustné bazickéeSeni. Nedegenerovanéiqustné bazickdeSeni je takové
ieSeni, pro kteréxgp =B b >0. Naz¥me F = {x:Ax =b,x >0} mnozinou
piipustnychieSeni pikladu (3-1-4). Teorém definuje pos&tgici podminku, jmenowuit
cEB~1D — c] < 0 pro gipustné bazickéeSenixy = B~1b, kdeB~'b > 0 a
xp = [0...0]7 je optimalnimreSenim ulohy.
Nech je z; — ¢; hodnota stinove ceny prémmex;.
Teorém 2
Existuje-li rekterej takove, Zez; — ¢; > 0 a kazdex;; < 0, potom ma uloha neomezené
minimum na mMnozié F.
Teorém 3
Pokud existuje takovg pro kteréz;_c; > 0 a jestlize gkterex;; > 0, kdex;; je vstup
do j-tého sloupce v maticiXg, potom pivotizaci prvkux;, pro rez plati

bi/xij = min{b;/x;;: x;; > 0}, dostaneme nové fipustné bazickéreseni, které

1 Ctvercova matice, jejizadky nebo sloupce nejsou line&rnezavislé. Determinant této matice je

nulovy.
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nezvy3uje hodnotu,. PokudB~1b > 0, tzn., Ze fipustné bazickéeSenixg = B~1b

axp = [0...0]" je nedegenerované, potom se ve skudsti hodnota, sniZuje.

Teorém 4
Pokud cTx dosahne kormého minima na mnoZnF, potom je minimum &kterym

piipustnym bazickynieSenim mnoziny .

Tyto ¢étyti teorémy umo#uji vyieSit problém linearniho programovani, pokud zndme
vychozi gipustné bazick&eSeni mnozinyF. Podle teorému 3 generujeme sekvenci
pripustnych bazickychieSeni, pro & se hodnotadelové funkcez, = c’x nezvysuje.
Iterace kodii, jestlize je vyhowno podminkam v teorémech 1 a 2. Teorém 4 tag@s

Ze pokud existuje kokaa optimalni hodnotacélové funkce, potom lIze totteSeni
nalézt simplexovou metodou.

Schéma této iterace je uvedeno na nasledujicinzkira

Uréeni vychoziho pripustného
bazického reseni

Potom z=c’x
je optimalni
reseni

Vybér
pivotu,
prechod na
nové
‘pripustné
bazické
reseni

, )

Obrazek 3.1: Primarni simplexova metoda,
dle Jeter (2010, s. 90)

Existuje
takové
i=1,..,m
ie
x>0?

Ucelova
funkce je
neomezena
zdola

Je teba doplnit, Ze toto schéma nezobrazuje situaginlegxistuje fpustné optimalni
ieSeni Ulohy, nehose zde fedpoklada, Ze uloha je postavena smyskfdik, aby tato
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situace nenastala. Pro praktickou realizaci singtéko algoritmu je vyuzivano
tzv. simplexové tabulky. Tato tabulkai#e mit izné podoby dle toho, jaké modifikace
obecné simplexové metody je vyuZzito. V litetatise lze &n¢ setkat gednofazovou,
dvoufazovou, revidovanodti dualni simplexovoumetodou. Jednotlivé metody jsou
vhodné pro modely linearniho programovaniazymi specifickymi vlastnostmi.
Obecna podoba simplexové tabulky zde uvedena ngijii konkrétni vyuZziti pro €ely

této prace bude podrobpopsano v praktick&asti.

3.2 Vicekriterialni programovani

V n¢kterych  situacich je rozhodovani s jedinou kritedia funkci (jedinym
rozhodovacim kritériem) nepostgici, proto je potom vhodné zavést do rozhodovacih
problému vice kriteridlnich funkci (rozhodovacichitdeii zarove). Z vypaetniho
hlediska je mozné nakladat s vice rozhodovacintétkiriraiznymi zpsoby. Jednim
z prakopniki této problematiky je Zeleny (1974, 1976) a pgiz€ohon (1978), ktery
ze Zeleného pracgerpa a zarouve piindSi uceleny fehled metod vicekriterialni
optimalizace. Nasledujici pojednani o vicekriteridbptimalizaci je vola prejato
z Cohonovy (1978) prace, pokud neni uvedeno jinak.
Problém vicekriterialniho programovani Ize prproménnych,m podminek & kritérii
definovat obecnym Zisobem nasledoyn
maximalizujte Z(xy, X5, ..., Xp)
= [Zl(xl,xz, s Xn)y Lo (X1, X, ey X))y vy Zip (X1, X, ...,xn)]
za podminek
9i(x1, x5, .0, x,) <0,i=12,...,m
x=20,j=12,..,n
kde Z vyjadtuje vicekriterialni @elovolf funkci sestavajici p diléich (Eelovych
funkci.
Oproti problénim s jedinou Gelovou funkci zde nastava komplikace, Ze optimum
jedné zp diltich &elovych funkci obeah neni zarove optimem ostatnickp — 1
Gcelovych funkci. Optimalnost hraje v tlohach s jedintelovou funkci dlezitou roli,

neba@ umo#iuje rozhodovateli sifovat svou pozornost pouze k jedinérrasenici

2 Ucelova funkcge zde totéZ cdriterialni funkce UZiti dvojiho terminu je delné, aby nedochézelo
k matoucim slovnim spojenim jako mapicekriterialni kriterialni funkcebyt’ je tento termin formath
v poradku.
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nevelké podmnozihieSeni z jinak mnohem rozsahlejSi mnoziny vSefibugtnych
reseni.

Pro &ely vicekriterialni optimalizace je zaveden koncept nedominovanosti. Tento
pojem ma v pvodnim jazyce &kolik variant. Cohon (1978) pracuje s pojmem
noninferiority (t. nepodadnost, nemémennost), oviem jak sam uvadi, odbornici
z raiznych disciplin pouZzivajitzné terminy. V matematickém programovani je to téz
nondominance statistici a ekonomové preferuji pojeeificiency nebo takéPareto
optimality. V této praci bude nadale pouzivaesky ekvivalent nedominovanost
(vychazejici z pojmmondominanck jelikoz je tento pojem nejblizSi matematickému
programovani, odmz tato prace pojednava.

Nasledujici ¥ta vystihuje hlavni podstaturiptupu k optimalizaci ve vicekriterialnich
tlohach.

Véta:

PripustnéreSeni vicekriterialniho problému je nedominovarakupd neexistuje zadné
jiné piipustnéieseni, které by vyjddvalo zlepSeni v jednom kritériu, aniz by zanpve

doSlo ke zhorSeni v jednoénvice ostatnich kritériich.

3.2.1 Metody ieSeni

Cohon popisujétyti pristupy k vicekriterialni optimalizaci:
* Agregace s vahami
« Parcialni optimalizace
* Metoda NISE

» Vicekriterialni simplexovy algoritmus

DalSim vhodnym fistupem k vicekriterialni optimalizaci je také

» cilové programovani,

které jako prvni popisuji Charnes, Coooper a Feng($955).

Metoda agregace svahami je zaloZena na mysSlenoegag vSech ifiomnych
Gcelovych funkci do jedinédaglové funkce. Tato agregaceibe prolghnout aditivnim
nebo multiplikativnim zpsobem. Jednotlivymdaglovym funkcim je také mozné davat

rizné vahy, dle subjektivnitteZitosti pro dané kritérium. Po agregaci funkcijile

3 preloZil autor
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mozné aplikovat fistupy &zné pro problémy s jedinouc¢€iovou funkci. V tomto
piipact vSak nedochazi k identifikaci vzajetnnedominovanycheseni.

Metoda parcialni optimalizace je zaloZzena na my&qgrevadni elovych funkci na
omezujici podminky, kdy se ponecha vzdy jedidélava funkce v fivodnim tvaru

a dle této funkce potom hledamecdibptimum Ulohy. Revedeni kazdé dalSté€lové
funkce na omezujici podminku se realizuje dépim realné pravé strany, ktera je
stanovenym cilem pro danowalovou funkci, jehoz jeféba dosahnout.

Metoda NISE (The noninferior set estimation methgdmetoda vyvinutd Cohonem
(1978), ktera vede k aproximovanému nedominovanéraseni. Resnost této
aproximace je mozné sledovat pomoi@dem stanoveného chybového kritéria, které se
béhem vypdtu porovnava s maximalni moznou chybou v kazdaédievypatu. Tato
metoda je oproti fgdchozim déma metodam po#énné komplikovana a neni na rozdil
od nich intuitivni. Je ovSem lépe aplikovatelnae@né problémy slozZité povahy.
Cilové programovani je zaloZeno na minimalizacihydiek od stanovenych éil Tyto
cile, kterych je ieba v jednotlivych kritériich dosahnout, stanovigehodovatel na
zaklad racionalnich pedpoklad. Hodnoty citi mohou byt napklad stanoveny
s vyuZzitim znalosti idealni a bazalni varianty hatyrdaného kritéria.

NejvétSi prostor z uvedenych metod je zde i vzhledenpriktické ¢asti této prace
vénovan vicekriteridlnimu simplexovému algoritmu. damnetoda se jako jedina

Z uvedenych nesnazi pracovat pouze s jedidelovou funkci.

3.2.2 Vicekriteridlni simplexova metoda

Vicekriterialni simplexovy algoritmus Ize vyuZitgpgenerovani exaktni mnoziny vSech
nedominovanych teSeni ulohy. Toho je dosahovanorespuvanim z jednoho
nedominovaného bazickéh@Seni do dalSiho, které gedchozim nedominovanym
feSenim sousedi. Tento postup se opakuje tak dledhaigkud nejsou nalezena vSechna
bazicka nedominovan&esSeni. Vicekriteridlni simplexovy algoritmus je @an na
simplexovém algoritmu s jedinou¢élovou funkci a je realizovan v modifikované
simplexové tabulce. Modifikovana tabulka se liSildasické simplexové tabulky tim,
Ze ma vice nez jeden cenovy vektor a také vicgewsEn vektor stinovych cen, coz se
prakticky projevi pidanimp fadki (p je paet &elovych funkci) navrch a dospod

pavodni simplexove tabulky. Namisto obvyklého o&ra radku stinovych cen; — ¢;
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ozna&me tytoradky v gipads vicekriterialniho simplexového algoritnj}i‘. Pro kazdou

proménnou pak ziskame vektor stinovych ggntedy

[/
fi = flz (3-2-1)

f]_p
Réadky stinovych cen obsahuji uZité informace o nedominovanosti momentélniho
feSeni w¢i sousedninfeSenim. Vzdy plati, Ze sousedici bazickipystnaieSeni maji
baze liSici se pouze v jedné slozce.
Teorémb5 (Teorém 3.1.2¢ast a, Zeleny (1974, s. 66)
Méjme rekteré ripustné bazické&eSeni. Pokud existuje takovy nebazicky sloupec
a;,j € B, tak Zef <0 prok =1.2,..,p af/ <0 pro alespd jednok = 1,2,...,p,
potom je toto fipustné bazickéeSeni dominované.
Tento teorémiika, Ze pokud lze dkterou prondnnou z#adit do baze s kladnou
hodnotou tak, Zze vSechny hodnot§elovych funkci se zvysi séasré (nebo alespd
nékteré z nich se zvysi a ostatniisianou stejné€), potom musi byt toteSeni
dominované. Jinymi slovy, pokud je sousedici baziiSeni ve vSech hodnotach
ucelovych funkci lepSi (nebo alespw nékterych lepsi a v ostatnich stejné), tak je toto
bazickéreSeni ke stavajicim@Seni dominantni.
Teorém 6(Teorém 3.1.2¢ast b, Zeleny (1974, s. 66)
M¢jme rekteré gipustné bazické&eSeni. Pokud existuje takovy nebazicky sloupec
a;,j € B takovy, Ze f]-" >0 pro k=1,2,..,p a f]-" >0 pro alespt jedno
k =1,2,..,p, potom zéazenia; do baze povede k dominovanénegeni.
V tomto teorému ja'eceno, Zze pokud Zazeni gkteré nebazické protnné do baze
povede ke snizeni vSech hodnéelovych funkci zarove (fj" > 0) nebo alespd ke
snizeni wkterych hodnot bez zvySeni ostatnich hodnot, potmmde novéreSeni
dominované stavajicinteSenim. Toto je fipad, kdy je sousedni bazick@&Seni
dominované stavajicim bazicky@Senim.
Teorém 7(Teorém 3.1.4, Zeleny (1974, s. 67)
M¢jme rekteré gipustné bazickéeSeni. Pokud existuji dva odliSné nebazické sloupce

aj aay, j,q € Btak, ze

0, <6,fF k=12...p (3-2-2)
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a tento vztah je spém striktre jako nerovnice alespqro jednok = 1,2, ..., p, potom je
piipustné bazickéeSeni vychazejici ze izzenia, do baze dominovanétipustnym
bazickymieSenim, které vychazi zetaaenia; do baze. Parame#; (6,) vyjadiuje,
jakou hodnotu by nabyvalg po z&azeni do baze.
Tento teorém vyjadije vztah mezi ddma bazickymi feSenimi sousednimi
ke stavajicimu fipustnému bazickémigseni.
Uvedené teorémy se zakji na sousedici bazick&Seni ke stavajicimu bazickému
ieSeni. DalSi otazkou je ovSem nedominovanost $tévajreSeni. Jedinyifpad, kdy
Ize snadno rozhodnout o nedominovanosseni je situace, kdy j@Seni jedinénym
maximem pro &kterou z @elovych funkci. Simplexova tabulka indikuje jediné
maximum, kdyZ jsou vSechny stinové ceny pro vSechalazické progmné pro
nékterou z delovych funkci kladné. Pokud majékieré nebazické protnné kladné
stinové ceny vdelové funkci, zatimco ostatni maji nulové stinow®y; potom je
stavajicireSeni maximem pro danodelovou funkci, ale neni jeditierym maximem.
Existence alternativnihi@Seni znamena, Ze tdg&seni nize byt dominované.
VSechny tyto teoretické ipdpoklady vytvEeji zaklad pro samotny vicekriteridlni
simplexovy algoritmus. Ktomu je j@Stpotteba definovat metodu pro aeni
nedominovanosti daného bazickéleseni. Zeleny (1974) definuje protegeni této
otazky sub-Ulohu. V této sub-Uloze jde o nalezampystnéhoreSeni, které povede
ke zlepSeni alespigedné w@elové funkce, ale zarouenezhorsi Zadnouwélovou funkci.
Pokud je mozné takovéripustnéieSeni nalézt, potom je stavajici bazideSeni
dominované, pokud ne, je nedominovaneé.
Podminky no¥ definované sub-ulohy jsou:
X EFy, (3-2-3)
Zi(x) = Z,®),k =1,2,...,p (3-2-4)
kde prvni podminka vyjadje souhrnd sadu gvodnich omezeni ulohy a druh&
z podminek vyjatlje poZzadavek, aby novéipustnéieSeni poskytlo v kazd&eélove
funkci alespé takovou hodnotu jako stavajidieSeni. Cilem této sub-ulohy je
.posunout” kazdou &elovou funkci tak, jak je to jen mozné od stavajichodnot.
To Ize provést fevedenim druhé z podminek na rovnost:
Zy(x) =6, =Z,(X),k=12,..,p (3-2-5)

kde ), je dophkova prongnna.
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Ucelova funkce této sub-ulohy je pak vyiéda jako
14
maxV = Z 5, (3-2-6)
k=1

ktera bude maximalizovana dle (3-3-3) za podmired@pornosti

6,=20k=12,..,p (3-2-7)
Pripustné bazick&eSeni fivodniho vicekriterialniho problém# je nedominované,
pokudV = 0 po vyeSeni sub-ulohy. Takovy vysledek sub-ulohyénde neexistuji
Zadna pipustnaieseni, ktera by vykazovaldipistek (5, > 0) ve kterékoliv delové
funkci pri zachovani vSech ostatnicltelovych funkci na miniméath stejné arovni.
Pokud je vysledkem sub-uloiy > 0, potom je stavajicfeSenix dominovanéV > 0
znamena, zé, > 0 pro alespd jednok = 1,2,...,p. To znamena, Ze lze dosahnout
alespa jedné lepSi hodnoty ¢élové funkce, aniz by dosSlo k&bvani hodnoty

nékterého jiného kritéria.
3.2.3 Vicekriteridlni simplexovy algoritmus

V této c¢asti je popsan samotny algoritmus vicekriterialmipdexové metody, ktery je
zaloZen na tvrzenich uvedenychregchozi kapitole 3.2.2. Vyvojovy diagram tohoto

algoritmu je znazorm na obrazku 3.2.
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Nalezni vychozi B
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Obrazek 3.2: Schéma vicekriteridlniho simplexového algoritmu, dle Cohona (1974).

Nejprve je nalezeno ¢khteré vychozi fipustné bazick&eSeni v krocich 1-3. Pokud

takové reSeni nalezeno neni, potom problém neegeni a algoritmus je ukéen.

Nasledr jsou zkoumany vSechny stinové ceny, aby bylo maiEié zdali je stavajici
feSeni dominovanéi nikoliv. Hodnoty rozhodovacich a dalovych prongnnych

v bazickém pipustnémiedeni jsou ozr@nyx" a odpovidajici bazB". Algoritmus lze

inicializovat ze kteréhokoliv ffipustného bazickéhtesSeni, lepSi variantou se vSak dle
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Cohona (1974) zda byt zammi algoritmu z dkterého di¢iho optimalniha‘eSeni¢imz

se pa&et kroki k nalezeni optimélnihieSeni zkrati.

V kroku 4A je zkontrolovano kazdé kritérium aceno, zdali je #které z nich
maximalizovanax™. Pokud ano, jer¢ba v kroku 4B osfit jedinenost tohotoreSeni
vyhledanim takovych nebazickych prémmych, kdef]-" = 0. Pokud jex" jedingné,

ozn&ime toto feSeni jako nedominované v kroku 7. Pokud jetfieeneni, potom
nalezneme alternativieSeni, ktera jsou roea nedominovana, v kroku 4C.

Pokud je zji&no, ze x"

v kroku 4A nemaximalizuje ani jedno z kritérii, tpm
vyhledame nebazické sloupce, které maji vSechmpsti ceny nekladné v kroku 5.
Pokud rjaké takové sloupce existuji, potom vime x?gje dominované. Jeden &hto
sloupdi s nekladnymi cenami, ktery by vedl k dosud nepoonkanémureSeni (krok
12) je zéiazen do baze v kroku 13 a dostavame noveé bagmdahi, index se zvySi o 1

a vracime se do bodu 3. Pokud je vdbdd odpo¥d na otazku ,ne“, potom

o nedominovanosti nelze rozhodnout okamzi¥ kroku 6 je vyeSena sub-Uloha
o nedominovanostt”. Pokud jex" nedominované, potom je index ktery vyjaduje
pocet nedominovanycteseni, zvySen o 1 v kroku 7.

V bodu 8 zaindme hledat novy perspektivni &mnkterym se posunout dale. S vyuZzitim
teoremu 7 je vyhledan dominujici nebazicky sloupdaoku 8. Pokud je nalezen,
potom se jedn& o nejsliBdi cestu, & uz jex" dominovanéi nikoliv (pokud je x"
dominované, potom by bylo nejvhagéi nalézt nebazicky sloupec s nekladnymi
stinovymi cenami, k tomu ovSem nedoslo uz v krokuD®minujici sloupec je ¥azen
do baze, pokud povede kkterému dosud neprozkoumanéregeni.

Pokud se v kroku 8 nezildadentifikovat dominujici nebazicky sloupec a ad@iox" je
nedominovanég, potom jsou v kroku 9A identifikovagynebazické sloupce, které maji
nékteré stinové ceny kladné &kiteré zaporné a zarovgsou zaevidovany v kroku 10.
Pokud jex" dominované, potom neniidod krok 9A provést. Pokud oviem aZ doposud
nebylo nalezeno Zadné nedominovaegeni = 0 v kroku 9B), potom je krok 9A
proveden i pesto, Zex" je nedominované. Algoritmus by totiz mohl byt beto
kontroly predtasré ukonten.

Algoritmus pokrg&uje tak dlouho, dokud nebyla prozkouméana vSechnadjna“
feSeni, cozZ je testovano v kroku 11. Timto postupmalézt vSechna nedominovana
bazickareSeni, nebbmnozina vSech nedominovanyigseni je vzajenin,propojena”.
To znamena, Ze Ize dosahnout kteréhokoliv bodnéhp bodu této mnoziny kofreym
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poctem iteraci simplexového algoritmu. Tato vlastmosbziny nedominovanycieseni
zaruwtuje, Ze algoritmus nalezne vSechna bazicka nedamin@deSeni.
Evidenci nedominovanycheSeni v pibéhu vypa@tu popisuje Zeleny (1974) a uvadi
dva mozné zfsoby evidence, které ozhge jednodusSe jako #Zgob A a B. Zfisob A
je zaloZzen na kompletnim fmhodu vSemi filehlymi bazickymiieSenimi, zf)isob B
projde pouze &ktera gFilehla feSeni, u nichz to je smysluplné. @Bpb B, ktery se
na prvni pohled zda byt efekti&gi, ma tu nevyhodu, ZeskterateSeni prochazi vice
nez jedenkrat. Obeénze fict, Ze zjisob A je vhodySi pro ri&ni vypaiet a mensi
problémy a zfisob B pro rozsahlejSi problémii pouziti vypaetni techniky. Pro dely
této prace uwdme zmisob A, tak, jak jej popisuje Zeleny (1974):
Predpokladejme, Ze bylo nalezeno prviippstné nedominované@senix® € N,,., kde
N,, je mnozinou vSech nedominovanytdseni. ProtoZze jsou vSechna nedominovana
feSeni vzajemh propojend, lze mnozinu vSech nedominovanye®eni chapat jako
souvisly grafl’. Dale oznameTI'(v) jako mnoZzinu vSech vrchibsousedicich s vrcholem
v véetnt samotného vrcholu. Indexy bazickych vektdrv simplexové tabulce pre°
odpovidajiv, zT.
* Neclt je Ry = {vy} aW; =T (vy) — R;. Vyloucime ty vrcholy zIV;, které jsou
dominované. frejdeme AV, doW;.
« Spaitame viechny vrcholy @;.
* NecltjeR, =R, UW, anechiv,;,i =1,2,...,7; jsou vSechny vrcholy @/;.
« PotomW, = U;L, T'(vy;) — R,. Prejdemel, doW,.
» Predpokladejme, Ze uZ jsme zkonstruovji a W, pro s = 2,3, ..., k. Pokud
W, = @, potom jsou vSechna nedominovaageniN,, nalezenagili R, = V.
« PokudW, # @, spa&itame v3echny vrcholy W, a vytvadimeRy.; = R, U W,
aWyi1 = U;% T (Vi) — Ri1, Kdewy; oznauje viechny vrcholy
Wy, i = 1, ..., 1. TransformujeméV, ., naW,_., a pokr&ujeme
dokudW; = @,s = 2,3, ...,

Tento postup evidenceripustnych nedominovanycteSeni je pro rni vypoiet
vhodny, protoZze umaitije snadny navrat ke vSem vgitanym simplexovym

tabulkam.
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3.3 Nelinearni programovani

Modely nelinearni optimalizace a UskakSeni &chto model popisuji napiklad
Ruszczyiski (2006, s. 1-13) nebo Bazaraa, Sherali a Sti2@96, s. 1-4). Ve druhém
jmenovaném dile je problém nelinearniho programbgafinovan nasledown

minimalizujte f (x)

za podminek
gix)<0proi=1,...m (3-3-1)
hi(x) =0proi=1,..,°¢
xX€EX

kdef, g1, ---» 9m, M1, --., hp jSOU funkce definované m*, X je podmnoZzZinowR™, ax je
vektoremn slozekx;, ..., x,,. Tento problém je nutné ¥gSit pro hodnoty prosmnych
X1, -, Xn, které budou vyhovovat omezenim a minimalizovatkéi f. Funkcef se
nazyva welova nebo kriteridlni funkce. Kazdé omezeni tgpix) < 0 proi =1,...,m
se nazyva omezeni ve tvaru nerovnice a kazdé omggrnh;(x) =0 proi =1,...,7
se nazyva omezeni ve tvaru rovnice. MnoZingypicky urtuje dolni a horni omezeni
promennych, coz mze hrat dlezitou roli pro gkteré algoritmy. Vektow € X, ktery
vyhovuje vSem omezenim, se nazyvéppstnéreSeni problému. Soustava vSegthto
moznych feSeni se nazyva mnozinaigustnych ieSeni. Problémem nelinearniho
programovani je pak naléztipustny bodx tak, abyf(x) = f(x) pro kazdy dalSi
piipustny bodx. Takovy bodx se nazyva optimalnirfeSenim ulohy. Pokud existuje
vice nez jedno optimum, nazyvame ta&eseni alternativni optimalriieSeni ulohy.

Tento problém je samigjmé mozné definovat jako maximaliaa.

3.3.1 Konvexni funkce

Bazaraa, Sherali a Shetty (2006) o konvexnich (respkavnich) funkcickikaji, ze
tyto funkce maji dkteré specialni vlastnosti. Nidklad kazdé lokalni minimum
konvexni funkce je také jejim globalnim minimemkiptémto vliastnostem Ize odvodit
podminky optimality a vypeetni postupy pro tyto typy funkci. Problematika
optimalizace na konvexnich mnozinach je velmi rb#saJ) konvexnich funkci jedba
z pohledu optimalizace zkoumat jejich spojitost ikeréncovatelnost, extrémni body
téchto funkci a grafickou reprezentaci konvexnich aimpobeci. Podrobg se tomuto
tématu ¥nuje Tuy (1998, s. 3-82), Bertsekas (1999, s. 181)2
Ruszczyiski (2006, s. 17-87), nebo Bazaraa, Sherali a $h@d06, s. 39-162).
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Uvedeme Bkteré z&kladni definice a Uvod do problematiky db®slednich
ze jmenovanych autr

Definice

Necht’ je f:S - R, kde S je neprdzdnd konvexni mnoZzinaRF. Tato funkcef je

konvexni nas tehdy, pokud plati

f(Ax; + (1= Dxp) < Af(x1) + (1= Df (x2) (3-3-2)

pro vSechna;, x, € S a pro vSechnad € (0,1). Funkcef se nazyva ryze konvexni na
S, pokud vySe uvedend nerovnost plati jako ryziviewst pro kazdy rozdi; ax, vS
a pro kazdél € (0,1). Funkcef:S - R se nazyva konkavni (ryze konkavni) fia

pokud je- f konvexni (ryze konvexni) nga

3.3.2 Ovéreni konvexnosti

K urceni, zdali je utitd funkce konvexni, Ize zejména vyuHessovy maticektera
muze nabyvat iznych forem. Podle toho, jaké formy tato matice yvah Ize
rozhodnout o konvexnosti nebo nekonvexnosti dan&de. Nésledujici definici uvadi
Bazaraa, Sherali a Shetty (2006).

Definice

Necht je S neprazdna mnozinaR™ a nechi je f: S — R. Potom jef takzvar dvakrat
diferencovatelna pra € S, pokud existuje vektoFf(x) a symetrickd maticé (x)

typun X n, nazyvandlessova matica funkcea: R"™ — R tak, Ze plati

fx) =)+ Vf(x) (x — %) + % (x-XD'H@(x-%) +x-F* a@®x-%)  (3-3-3)
pro kazdéx € S kdeLi_}rr% a(x; x — x) = 0. Funkcef se nazyva dvakrat diferencovatelna
na otevené mnozia S’ € S, jestlize je dvakrat diferencovatelna v kazdémuoods'.
Je mozné dodat, Ze pro dvakrat diferencovatelnéckise Hessova mati¢g(x) sklada
z parciélnich derivaci druhétiaduf;; (x) = 0*f (x)/0x;0x; pro
i=1,..,nj=1,..,nalzejivyjadit nasledovs:
fii(®)  fiz(®) - fin(X)
HE = 2@ f2® o f®

: : . : (3_3_4)
fnl(j) fnz(f) fnn(j)
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Véta
Necht’ je S neprazdna otéena konvexni mnozina R™ a nechi je f:S — R funkce
dvakrat diferencovatelnd n&. Potom jef konvexni tehdy a jen tehdy, pokud je

Hessova matice pozitigrsemidefinitni v kazdém bodu

Podrobny dkaz uvadi Bazaraa, Sherali a Shetty (2006, s. 114).
Pro zjiS&ni konvexnosti ufité funkce je tedyitba nejprve a¥it, zdali je podle
uvedené definice Hessova matice pozitiveemidefinitni. O tom Ize rozhodnout
na zaklad nasledujicichit vlastnosti.
Neclt je H symetricka matice typu X n s prvkyh;;.
e Pokud jeh; <0 pro rekteréi € {1, ...,n}, matice H neni pozitivi definitni
a pokud je h;; <0 pro rekteré i€ {1,..,n}, matice H neni pozitivi
semidefinitni.
* Pokud jeh;; = 0 pro rekteréi € {1, ...,n}, musi také platit;; = hj; = 0 pro
vSechng = 1, ..., n, jinak maticeH neni pozitivie semidefinitni.
* Pokudn =1, maticeH je pozitivre semidefinitni (pozitiva definitni) tehdy
a jen tehdy, pokud,; = 0(> 0). Pokud jen > 2, definujme
il )
v klené forng, kdeq = 0 pokudh,,; = 0 a v ostatnichifjpadechh,; > 0.
Provedeme elementarriadkové Upravy matice pomoci prvnibiddku H,

abychom vzdy dostali matici v nasledujicim tvaru:

[y o)

Potom je G,,,,c Symetrickd matice typuUn —1) x (n—1) a maticeH je
pozitivné semidefinitni tehdy a jen tehdy, pokud j6,,,¢ pozitivrg
semidefinitni. Pokud je navik;; > 0, potom jeH pozitivre¢ definitni tehdy
a jen tehdy, pokud j&,,,« pozitivré definitni. Dikaz €chto tvrzeni pinasi
Bazaraa, Sherali a Shetty (2006, s. 121-122).

3.3.3 Podminky optimality

Hlavnim cilem nelinearni optimalizace je pochopielnalezeni jednohai vice
optimalnichieSeni. Jeftba rozliSovat mezi ulohami hledani volného extréntledani

vazaného extréemu. V tlohach hledani vazaného eutjérfeSeni omezeno soustavou
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omezeni, zpravidla podminek zapsanych ve tvaruicowmerovnic. V tét@asti bude
feSena situace svazanym extrémem, tiepcdw tento problém je z pohledu
matematického programovani podstatny.
Hlavni otazkou p hledani optimalni hodnotycélové funkce je osfeni, zdali Ize
nalezen&eSeni skutné prohlasit za optimélni a zdali toteSeni vyhovuje zadanym
omezenim. Podminky optimality Ize vyjitd pomoci teorie Lagrangeovych
multiplikatori. Jedna se oiglané prominné, které dokazou charakterizovat optimalni
feSeni, ale také poskytuji nezbytné informace kogtni analyze. V tomto smyslu Ize
definovat rkteré nutné a postajici podminky pro existenci optimalnihieSeni.
Ty existuji v jednodusSim tvaru pro omezeni, kisoé striktré ve tvaru rovnic. Protoze
se vSak zpravidla v modelech vyskytuji i podminleg/ tvaru nerovnic, jei¢ba tyto
podminky zpesnit. Definujme nyni podminky optimality pro mogelse
smiSenymi omezenimi typu rovnic i nerovnic Tyto poaky se nazyvaji Karush-Kuhn-
Tuckerovy podminky nebo ve zob&oém gipact Fritz-Johnovy podminky. Tyto
podminky popisuji Peressini, Sullivan a Uhl (1993, 156-198), Bazaraa, Sherali
a Shetty (2006, s. 165-210) nebo Bertsekas (199913-335). Zde budou uvedeny
z&kladni myslenky tykajici se podminek optimalite ghosledniho ze jmenovanych
autof.
Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky (KKT)
UvaZzujme optimalizéni problém, ktery obsahuje omezeni ve tvaru rovngrovnic
minimalizujte f (x)
podle
hi(x)=0,..,hp(x)=0
g1(x)<0,...,9,(x) <0
kdef, h;, g; jsou spoji¢ diferencovatelné funkceR™ naR.

(3-3-7)

Rikame, Ze vektox se nazyva regulérni, pokud jsou gradienty omezenvaru rovnic
Vh;(x),i = 1,...,m a gradienty aktivnichomezenf ve tvaru nerovnity;(x),j € A(x)
linearre nezavislé. Lze také tvrdit, Ze vektorje regularni ve specialnintipad, kdy

neexistuji zadna omezeni ve tvaru rovnic a vSe@mazeni ve tvaru nerovnic jsou

4 Omezeni mohou byt aktivni nebo neaktivni v zasisloma tom, zdali jsou spina beze zbytku.
Podrobgji Bertsekas (1999, s. 314).
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neaktivni. Nasledujici podminka je zobé&eim teorie Lagrangeovych multiplikator

a bude uvedena pro Lagrangeovu funkci ve tvaru

LEAR) = f()+ ) A0+ ) 19, () (3-3-8)
i=1 j=1

KKT podminka nutna
Nech’ je x* lokalnim minimem ulohy (3-3-7)
Potom existuji unikatni vektory Lagrangeovych nplikiatori A* = (13, ..., A4,), 10" =
(ui, ..., uy) takove, ze
V,.L(x* A, 1n") =0,

M; 2 Or j = 1;- .,7", (3'3‘9)
wj=0, VjgAx),

kde A(x*) je mnozina aktivnich omezény x*. Pokud jsou navigf,h a g dvakréat
spojitt diferencovatelné, potom plati
y' V2, L(x*, 25, u")y =0 (3-3-10)

pro vSechng € R™ takova, ze

Vh;(x*))'y=0Vvi=1,..,m

(3-3-11)

Vgi(x)'y =0,vj € A(x")
KKT podminka postaéujici — postaujici podminka druhého radu
Uvazujmef,h a g jsou dvakrat spojt diferencovatelné a netlie x* € R, A* € R™
au”™ € R" vyhovuji

V.L(x*, A5u) =0, h(x')=0, g(x)<0

(3-3-12)
u; =0, Vjé¢Ax)
Y'VixL(x", 2%, p)y > 0
pro vSechna # 0 takova, ze
Vh;(x*)'y =0, Vi=1,..,m (3-3.13)

Vgi(x)'y =0,vj € A(x")

5 Pro kazdy fipustny bodx je mnoZina aktivnich omezenicena jakad (x) = {j|g;(x) = 0}.
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UvaZzujme také, Ze
W;>0, VjeEAx) (3-3-14)

Potom jex™ ostré lokalni minimum funkcg podleh(x) = 0, g(x) < 0.
Uvazujme ulohu
minimalizujte f (x)
(3-3-15)
podlex € X, gj(x) <0,j =1,..,r
kde f ag; jsou realne funkce n* aX je dana podmnozing".
KKT podminka postaéujici - obecna postéujici podminka
Nech je x* pripustny vektor ulohy (3-4-16), ktery spohe s vektorem
p* = (4, ..., 4y) vyhovuje
,u;f>0, j=1,..,r

(3-3-16)
u; =0, Vj & A(x¥)
a minimalizuje Lagrangeovu funktix, u*) nax € X:
x" € argmin L(x, p") (3-3-17)

potom jex* globalnim minimem této ulohy.

3.3.4 Algoritmy ieSeni

Problémy nelinearniho charakteru mohou existovaizaych specifickych podobach.
K riznym typim problénti jsou pak vhodnéazné postupy hledajici optimum podle
zadanych omezeni. V této kapitole budou &tupopsany algoritmyteSici problémy
hledani vazaného extrému diferencovatelnych funéikj jak je uvadi Ruszcagki
(2006, s. 286-331).

Projekéni metoda

Pro tuto metodu uvazujme extremalni tlohu s danoozimou omezeni

min f(x) (3-3-18)

se spoji¢ diferencovatelnou funkdi: R — R a konvexni uzaenou mnozinoX € R™.
Zakladni myslenkou prieseni tohoto problému je zd&nit kroky ve snéru nejwtsiho
spadu a navratit se do mnozinyigustnychieSeni, pokud sé&eSeni ocithe mimo

mnozinuX. UvaZzuje se tedy nasledujici iterativni proces
w1t = My (xK - TVE(x) ) k=12, (3-3-19)
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kdeTlx(-) je operaci ortogonalni projekce na mnézthat je kladna délka kroku. Tato
metoda je imym rozsfenim metody nejtsiho spadu s konstantnim krokem

Metoda redukovaného gradientu

Oproti predchozi meto#l zde existuji jiny zfisob, ktery zajifuje pipustnostreSeni
v jednotlivych iteracich. Tato metoda uvaZuje poyEgpustné smry jako mozné
kandidaty na dalSi krok metody. Tato metoda je ésiraloZzena na technikach
simplexového algoritmu. Zakladni mySlenka &pé v generovani posloupnosti
ptipustnych botl {x*}, piicemz tyto body se musi nachazet vrozmezi mnoZziny
piipustnychieSeni. Kazdy bod, vémz se pra¥ nachazime, je v raméeseni rozélen
na ¥ dil¢i vektory — nebazickych pramnych, superbazickych pramnych
a bazickych prognnych. S vyuzitim dhto vektofi lze sestavit pomocnou ulohu
linearniho programovani. Podrabn tuto metodu popisuje
Ruszczyski (2006, s. 288-297).

Penaliza&ni metody

Hlavni mysSlenkou &hto metod je aproximatién pievest omezeny problém

na neomezeny problém nebo na problém s jednoduégiezenimi. UvaZzujme ulohu

min f(x) (3-3-20)

xEXnXO

kde f:R™ - R aX aX, jsou uzavené podmnozingR™. MnozZina gipustnychieSeni je
reprezentovana jako jomik dvou mnozin, aby bylo mozné&imo zachazet s omezenimi
x € X,. Zkonstruujeme spojitou funké: R™ — R , ktera ma nasledujici vlastnost:
P(x) = 0, pokudx € X
(3-3-21)
P(x) > 0, pokudx ¢ X
Funkce, ktera splje tyto podminky, se nazyvgenalizahi funkce Lze ji vyuZit

k formulovani pomocné ulohy s jednoduchymi omez&nim

min[¢ (%) £ f(x) + 0P ()] (3-3-22)

kde o > 0 se nazyv@enalizani parametr Zakladni myslenkou problému je, Ze vyraz
oP(x), ktery je gicitan k &elové funkci, pedstavuje penalizaci za poruseni omezeni

x € X. Predpoklada se, Zze pokudgedostateén¢ velike, potom jeeSeni (3-3-20) blizko

6 Metodaresici tlohu na volny extrém. Podrébn(Ruszczyiski, 2006).
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ieSeni (3-3-22). V penalignich metodach se dale vyuzik&adratické penalizani
funkcea exaktni penalizéni funkce

Bazicka dualni metoda

UvaZzujme obecny nelinearni optimakind problém

minimalizujte f (x)
podle
g;(x) <0, i=1,..., m (3-3-23)
hi(x)=0,i=1,..,p
X € Xy

Predpokladame, Ze vSechny funkteRr™ - R ,g;:R" > R,i=1,..,ma
hi:R* >R ,i=1,..,p jsou spoji¢ diferencovatelné. Mnozin&, je konvexni
a uzavena. Dale k této uloze uvazujme Lagrangeovu funkci

LOe, A, 1) = f(x) + (4, g(x)) + (p, h(x)) (3-3-24)
a dualni funkci

Lpy(4,p) = xigxfo L(x,4, 1) (3.3.25)

Dualni uloha je potom definovana nasledavn

amax Lp (4, 1) (3-3-26)

sAy = R X RP,

Predpokladejme, Ze funkggéa g, i = 1, ..., m jsou konvexni, funkce; je afinnf a je
splrgna Slaterova podminkalze dokéazat, Ze tloha (3-3-23) ma optiméésieni tehdy
a jen tehdy, pokud ma dualni tuloha (3-3-26) optrh&sSeni. Hlavni mySlenkou dualni
metody je vyesit tuto dualni Ulohu iterativni optimalizaci dp@duchymi omezenimi.

Na zéklad reSeni této ulohy Ize ziska&Seni primarni tlohy.

" Funkcef: X - R se nazyva afinni na mnoziX, pokud pro vSechng, x, € X a kazdét € (0,1) plati,
ze f(lx; + (1 — Dxy) = Af () + (1 — Df(x,). Grafem afinni funkce je fpmka. Specialnim
ptipadem afinni funkce je linearni funkce.

8 Postaujici podminka pro konvexni optimalid problém. Vice o této podmince
Ruszczyiski (2006, s. 107-108).
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Newtonova metoda
Newtonovu metoda Ize vyuzit pro neomezenou i omazesptimalizaci. UvaZzujme
nasledujici nelinearni optimaliaa problém:
minimalizujtef (x)
za podminek

(3-3-27)
gix) <0, i=1,..,m

hi(.X) =0,i= 1,...,p

Predpokladame, 7ze funkc¢:R" >R , gi:R" >R, i=1,..,m a h;:R" >R,
i=1,..,p jsou dvakrat spojit diferencovatelné. Nebude zde uvaZovano obecné
omezeni ve tvar € X,. Misto toho bude vyuZzito explicitniho zapisu varny rovnic

a nerovnic. Dale je definovana Lagrangeova funkd®* x R™ x RP — R ve tvaru

L(x, A, p) = f(x) +(4,9(x)) + (1, h(x)) (3-3-28)

Nutné podminky optimality u této ulohyiggdou do podoby soustavy nelinearnich
rovnic a nerovnic:
ViL(x, 4, u) =0

gx) <0
h(x) =0 (3-3-29)
A=0
(4,9(x)) =0

UvaZzujme kuzeK = RT* x RP. VySe uvedena soustava palze byt zapsana jako
ViL(x,A,u) =0
3-3-30)
9(0) (
[h(x) ENK(AI”)
Posledni relace ukazuje, @& n) € K, v op@&ném pipac je Ny (4, u) = 0.
Samotnd Newtonova metoda pakiza byt formulovana nasledo¥nV iteraci k pri
daném piblizném teSeni x* a multiplikatorech (A%, u*) pak teSime problém

tangencialniho kvadratického programovani:
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minimalizujte(Vf (x¥), d) + = (d, [V3,L(x¥, A%, p)|d)

za podminek
(3-3-31)
g(x¥) + g'(x¥)a <0

h(x*) + h'(x¥)d = 0

Ozname fedeni této Glohy jakod* a Lagrangeovy multiplikatory souvisejici
s omezenimi Ulohy jakd* a fik. Potom pepasitame piblizné feSeni a multiplikatory
pomoci

xktl = xk 4 7, d*
At = 7k (3-3-32)

pktt = gk
a iterace pokrauje dale. Zde je, € (0, 1) koeficientem délky kroku. Tento algoritmus
se také skdy nazyvésekverni metoda kvadratického programovani

Bariérové metody

UvaZzujme ulohu

Minimalizujte £ (x)
za podminky (3-3-33)
gix)<0,i=1,..,m

Predpokladejme, Ze vSechny funkce v Uloze jsou dvagaji€ diferencovatelné. Pro
zjednoduSeni zde nejsou zahrnuta omezeni ve teamict Také zde neni dodaré
mnoZzina omezeni ve tvami€ X,. PrestozZe Ize bariérové metody aplikovat i pro tyto
piipady, samotna numerickd implementace je v takop¥igtadech znéné obtizna.
Uvedeny problém lzeipvést na ekvivalentni problém sestavajici z liniearmerovnic
a nelinearnich rovnic:

minimalizujtef (x)

za podminek

(3-3-34)
gix)+z;,=0,i=1,..,m

ZiZO,i:].,...,m
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DalSim krokem je odstr&ni omezeni ve tvaru nerovnic formulovanim aproxinia
tlohy

minimalizujtef (x) — o X1 In(z;)
za podminky (3-3-35)
gix)+z;,=0,i=1,..,m

V této uloze jes kladnym parametrem a budeme impli¢ifpfedpokladat, Zze hledame
feSeni praz; > 0. Hlavni mySlenkoueSeni problému je, Ze funkeesin(z;) vytvori
.bariéru® blizko hranic kuzelRY*, ¢cimz zabrani;, aby se dostaloipis blizko €mto
hranicim. Pedpoklada se, Ze pokud— 0, potom saeSeni ulohy (3-3-35) blizeSeni
tlohy (3-3-34). MetodareSici omezeny optimalizai problém pomoci sekvence
aproxima&nich probléni (3-3-35) se nazyvariérova metoda

3.4 Poznamky k nekonvexni optimalizaci

Nekonvexni optimalizaceiredpoklada, na rozdil od vSech vyse uvedenych mpdel
mnozZina pipustnych feSeni nebo delové funkce nemaji konvexni charakter.
Problematiku nekonvexni optimalizace gm& popisuji Rubinov a Young (2003)
v Gvodu své monografie nasledujicimigpbem.

Lagrangeovy a penaligai funkce jsou velmi osdléenymi gFistupy pro omezenou
optimalizaci, a to jako teoreticky néstroj, tak éstroj vyp@etni. U nekonvexnich
omezenych optimalizaich probléni v3ak pouziti klasickych Lagrangeovych metod
nemusi nalézt optimum, protoze zde neni vzdy Zajiftedpokladzero gap duali$

U klasickych kvadratickych penaligaich funkci je obeaeh vyZzadovan velky
penaliz&ni parametr, aby bylo zaj&to, Ze penalizai Gloha bude co nejpsrEjsi
aproximaci gvodni ulohy. Je zndmo, Ze penatizafunkce s flis velkymi parametry
jsou grekazkou pro vyp&etni strankureSeni problému. Naskytad se tedy otazka, jak
zobecnit klasické Lagrangeovy a penalidafunkce, aby bylo mozné problémy

omezené optimalizace redukovat na problémy neonéeptimalizace, které budou

% Tato vlastnost udava rozdil mezi hodnotou optimimd@rniho a dualniho problému. U optimatinéch
problémi, které spiuji predpokladsilné duality tj. Ze primarni i duélni problémfiipaSeji stejné
optimum, je tento rozdil nulovy.
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pouzitelné pro dostate¢ Sirokou skupinu optimalizaich problénd z hlediska
teoretického i vypeetniho.

Jednim z fistupi, ktery tento problémieSi, je konstrukce problému neomezené
optimalizace, ve kterém¢élova funkce vznikne jako konvolu@epivodni Gelové
funkce a funkci omezeniapodniho problému. Linearni konvoluce vede nadefyou
Lagrangeovu funkci, odlisné typy nelinearnich kdoeo v3ak patebuji své vlastni
zobecrini. Tyto funkce, které zde figuruji jako konvoludeéelové funkce a funkci
omezeni nazyvaji Rubinov a Young (20@3)kcemi Lagrangeovskeého tyfariginalns
Lagrange-type functions). Ve stejné monografii jgmpsané fistupy pro tyto typy
funkci velmi podrob# rozebrany.

Problém nekonvexni optimalizace popisuje i Tuy @98. 277). Uvadi dva obecné
aspekty nekonvexnosti, kterym jeba ¥novat zvySenou pozornost. V prwaick je to
arover nekonvexnosti, kterou, zjednoduSeriéceno, Ize vyjadt jako paet
nekonvexnich progmnych v Uloze. Druhym aspektem je pak stupekonvexnosti,
kvadratické nekonvexni funkce. Kvadratické optimaini modely jsou dlezité
z rekolika divoda:

« Kvadratické funkce jsou nejjednodussi hladké funkcé', jejichz derivace lze
snadno nejen ziskat, ale také s nimi dale operovat.

» Kazda dvakrat diferencovatelna funkceéiza byt aproximovana kvadratickou
funkci v okoli daného bodu, takze v jisttm slovaysin jsou kvadratické
modely ty nejpirozergjsi.

« Cetné aplikace v ekonomii, inZenyrstvi a ostatnichorech vedou na
kvadraticky nekonvexni optimalizai problém. Pomociéthto probléni Ize

taky zkoumat skteré kombinatorické optimaliZzai problémy.

Probléemy nekonvexni optimalizace lze takéSit jako Ulohy viceurawového

programovani. Dempe (2010) popisuje tento typ matekeho programovani jako
vicelrowiové programovani. Jedna se o optimdlidgroblémy, které obsahuji druhy
(parametricky) optimalizai problém jako satast vlastnich omezeni Udlohy.

10 pojem z funkcionalni analyzy. Jedna se o opesdfiadiujici zpracovani dvou funkci.
11 D.C. struktury jsou komplementarni konvexni stomgt které jsou zasadnimi matematickymi

strukturami v podstatpro vSechny nekonvexni optimalézd problémy (Tuy, 1998, s. 83).
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Z matematického hlediska jsou problémy vicedmého programovani komplikované.
Jedn& se o NRZké"? problémy. Formulacethto problému je obtizna sama o &ofi
pievedeni dchto problému na jednourdevé problémy matematického programovani
neni zajitna podminka regularity v Zzadnénigustném bodu. Tyto problémy geSi
parametrickym programovani, jsou zde v3ak defingvéaiiSné podminky optimality
(napr. preformulované podminky KKT) a také odliSné algorittegeni.

3.5 Poéastech linearni funkce

3.5.1 Teoreticka vychodiska

Po céstech linearni funkce mohou byt reprezentovany hanodliSnymi zpsoby.
Na konci sedmdesatych let byly poprvéegstaveny modely slouZici k popisu
po ¢astech linearnich funkci. Od té doby bylo vyvijematné asili v hledani takového
popisu explicitniho modelu, kterym by bylo mozné delmvat vSechny spojité
po castech linearni funkce. Nasledujici definice a adkl popis typ modeh uvadi
Leenaerts a van Bokhoven (2010, s. 31-34).
Predpoklada se, Ze veskereé @stech linearni funkce jsou funkce spojité a odpayi
souboru zobrazeni:

fiR" > R™x - f(x) (3-5-1)

Pocéstech linearni funkce sestavackalika linearnich zobrazeni, kde jeji hodnota pro
kazdy segment pro¥nnych je popisovana préjednou linearni funkci. Kazdé toto
zobrazeni je platné pouze Wilém podprostoru, ktery se nazyva polyedr. Tento
polyedr je ohrarien mnozinou linearnich Utvgrkteré se nazyvaji nadroviny. Kazda
nadrovina je definovana jako:

a’x+b=0 (3-5-2)

Tato situace je znazasma na obrazku 3.3.

12 Trida problén z teorie vypoetni sloZitosti. O NP&zkych problémech néjklad v (Fortnow, 2009).
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Obrazek 3.3: Zobrazeni nadrovin,
dle Leenaerts a van Bokhoven (2010, s. 32)

Existuji zdestyti oblastiR; ..., R, s fiznymi linearnimi funkcemi s Jacobiho maticémi
J1.-,J4 pro jednotlivad linearni zobrazeni. Tytyti oblasti jsou oddeny dwma
nadrovinami H; a H,. ProtoZze je funkcef spojita, funkni hodnoty musi byt
na hranicich &hto nadrovin nuth totozné. Nafiklad pechod z oblastir; do R,

piekratenim nadroviny; lze vyjadit jako:

{x € Hi|J1x = J2x} (3-5-3)

Protoze je hranice dimenze— 1, musi mitAJ hodnost 1. Potom Ize celou tuto hranici
definovat podminkou pomoci normélového vektoru jaka = 0. ProtoZze v3ak shoda
na hranicich musi platit pro kazaé(nezélezi na tom, ve kterém kog tato hranice
prekrosena) a hranice samotna je definovana jako normaekjor, lisi seA/ od a’
pouze realnou konstantau Proto musi platinf = ca”.Velikost této konstanty bude
pochopitel@ stejna pro rozdil medi aj,, neba nezalezi na tom, ve kterém kdaude
hranice pekratena.

Predpokladejme, Ze obrazek 3.3 zobrazuje situad?v Na obrazku 3.3 je prostor
roz&klen do ¢tyt oblasti. DalSi idana nadrovina prochazejici stejnym spoyen

bodem jiz existujicich nadrovin by &gobila degeneraci. Je to z tohivddu, Ze pokud

13 Jacobiho matice nebo Jacobiova matice je spediginhatice parcidlnich derivaci. Podrépm tomto
tématu pojednava nafRektorys (1973, s. 374).
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jsou vR? nezdvisle zvoleny dva normalové vektory, potontigei normalovy vektor
zavisly na prvnich dvou.

Definice

Uzeln — 1 hranic VR" je degenerovany, jestlize senebo vice z nich setkajinv— 2
rozmegrné variet.

Obecré existuji dva pistupy definovani vztahu mezi argumentem a hodnéialce.
V explicitnich modelech Ize pro dané hodnoty argotmesnadno ziskat fudii
hodnoty prostym dosazenim do fénkho gedpisu. V implicitnim modelu tomu tak
neni. Je pdeba algoritmus, pomoci¢jz je funkini hodnota vypéitana. V teorii po
¢astech linearnich funkci existuje silny vztah miegplicitnimi a explicitnimi modely.
Aby bylo mozné tento vztah popsat,ijelta uvést nasledujici definice.

Definice

Nech’ je a € R™ Potom absolutni hodnota vektora je definovana jako
lal = (lal, lazl, .., la, D).

Pro transformaci implicitniho popisu na explicitid nutné uzit funkce absolutni
hodnoty. Tuto transformaci Ize popsat jako:

Definice

Necht je z,u,j € R™ a n-rozmérny vektor ¢ dan jakog(z), = h(z),, kde indexk
vyjadiuje k-ty prvek vektoru ah je skalarni funkce. Pro ryze rostouciR, — R,

a h(0) = 0 je transformace — u,j definovana jakou = ¢(|z| + 2),j = ¢(|z| — 2)

a nazyvana transformaci pomoci funkce absolutniiyd

Je tebarici, Ze transformace pomoci funkce absolutni hogdaotomaticky zajisti, Ze
u=>0,j =0,u’j=0. Vektory, které gmto tem podminkdm vyhovuji, se nazyvaji
komplementarni vektory.

Explicitni poc¢éstech linearni modely vyuzivaji pegafunkce absolutni hodnoty, kdezto
implicitni  modely jsou zaloZzeny na viiich komplementarnich stavovych

proménnych.

3.5.2 Explicitni po ¢astech linearni modely

V této kapitole budou uvedeny nejvyznafj$n po ¢astech linearni modely, tak jak je
shrnuji Leenaerts a van Bokhoven (2010, s. 34-#B3torie vyvoje po ¢astech
linearnich modeél zatind vroce 1977, kdy Chua a Kang (197%gdstavili ¢clanek
definujici po¢astech linearni model. O rok pa@fdoopsali Kang a Chua (1978) obecny
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model pocéastech linearniho programovani vice péanmych. Od té doby preéhlo

mnoho pokus o roz&feni tohoto modelu, aby byl nalezen pokud moZnoejohecijSi

po ¢astech linearni model aplikovatelny pro vSechnyasié.

Model Chua

Predpokladejme funkci jedné prémmé y = f(x) tak, jak je znazowkma na obrazku
3.4. Nadroviny rozélujici linearni segmenty jsou zde redukovany nahgobody.
Z toho divodu kazda nadrovina o#dje pouze dva prostory oblastit. Neni mozné,

aby se tyto nadroviny navzajem protinaly.

F(x)

Obrazek 3.4: Piiklad po &astech linearni funkce f: R — R1,
dle Leenaerts a van Bokhoven (2010, s. 35)
V tomto pipack jsou tyto d¥ nadroviny definovany jako:
Hl: X — 1 = O
(3-5-4)
HZ: X — 2 = 0

Kazda nadrovina ip piekrateni pfispiva utitou hodnotou do paiastech linearni
funkce.

V tomto gipact je funieni predpis
5 3 3
= =—-x—=|x— —|x — 3-5-5
y=f@)=gx—5lx—1+;lx-2| (3-5-5)

Uvedeny piklad poukazuje na obecnou mySlenku, na které jdeidktery popisuji
Kang a Chua (1978), zaloZzen. Formalni definici kacke funkcef:R™ — R™ lze
vyjadit jako:

fx)=a+Bx+ ) cil{a;,x)— Bl (3-5-6)
)
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kde B € R™" a,c; € R™, a; € R™ a B; €ER' pro i € {1,..,0}a nadrovinaH; je

vyjadiena jako:

alx— ;=0 (3-5-7)

Ve vice nez dvourozémném modelu se tyto nadroviny mohou vzajénprotinat
a mohou existovat takovd geometricka omezeni moddkr4d neumaiji vyuziti
tohoto modelu pro v8echny funkce vice péomych. Leenaerts a van Bokhoven (2010)
vSak dokazuji, Ze pokud rosddni prostoru neni degenerované, potofizenbyt pomoci

modeluChuaznazorgna kazda pdéastech linearni funkce.

Model Guzelis
Problém modeluChua spaiva v tom, Ze nadroviny jsou zde v pravém slova smy
rovinami. To vyusti ve skuteost, Ze dkteré geometrické struktury nelze pomoci

modeluChuaznazornit. Takova situace je znazsra na nasledujicim obrazku.

X3
A B
fa=x, f(x)=3x,+X,
Hy X1
f(x)=3x,+7x,
C f(x)3x, H,
D

Obrazek 3.5: Geometricky prostor,
dle Leenaerts a van Bokhoven (2010, s. 38)

Aby bylo mozné se vygadat s timto problémem, Glizelis a Goknar (1991)ymav
moznost, Zze samotné nadroviny by byly taktézéastech linearni. Aby tento model
nebyl zbyténé sloZity, jsou tyto pocastech linearni nadroviny definovany jako

nadroviny v uzsim slova smyslu, aby bylo moznérdaefat jejich hranice. Tato situace
je zobrazena pr&wmna obrazku 3.5.
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NadrovinaH, je hranici v pravém slova smyslu. Nadrovilia je po ¢astech linearni
rovinou, ktera vyuziva nadroviny; k definovani svych dvou useékTakova patastech

linearni nadrovindl; maze byt definovana pomoci modeDlhuajako:

g
8 + ¥ x+ Z di|alx + B =0 (3-5-8)
i=1

Tyto nadroviny vyuZivajor omezeni v pravém slova smyslu. K&fad na obrazku 3.5
vyplyva ze vztahu (3-5-8), Ze tyto roviny lze dewat jakox, = 0 ax; + x, — |x,| =
0. Pokud by existovalo nadrovin ve tvaru (3-5-8), potom Ize mo@aizeliskompletrg

popsat jako:

(3-5-9)

o T o
f(x) =a+Bx+ Zbi|al-Tx + B +Z |6 +vfx+ Zdjl-|al-Tx + B
i=1 =1 i=1

Tento model je kanonicky pouze ¥pac, Ze je zachovana vlastnost konzistentni
zmeény. Uvazujme situaci na obrazku 3.5. Pro dva sdaseegionyD aC s hraniciH,
musi byt zndna Jacobiho matice totoZné seé¢nou matice pro sousedici regioBya A.
Proto je mira zrmy této matice nezavisla na tom, ve kterém ¢bg hraniceH,
prekroiena. PrdH, plati:

Jo=Jc=B7N -0 =ki(12) > ki=3

Js—Ja= (B0~ (01 =ki(10) - kf=3

k-parametry nezavislych nadrovin jsou zavislé n&gstech linearnich nadrovinach:

ki =k + Z kjdyj (3-5-11)
j

(3-5-10)

kde k; znai k-parametry pafci do poc&astech linearni nadroviny ia konstantu pro
piekraeni. ProH,; dostaneme:
Ja—Jc=(01)-(01) =k;(0,1) > k; =0 (3-5-12)
Js—Jp=0B1D-B7)=k01)->ki=-6

z toho:

ki =ki—@3)(-1) - k;=-3

k? =k2+ (3)(—1) » k2 =-3
Konzistentni zréna je tedy dodrzena. Potom Ize jiz odvodit kompl@tedpis funkce

(3-5-13)

z obrazku 3.5:

£ = (1,5 2,5) (_il) + (=152 + (1,5)]xy + %2 — |2, (3-5-14)
2
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Bez pocastech linearnich nadrovin by tento model byl st¢gko modelChua Model
Guzelisje tedy obecSi nez model, ktery navrhli Chua a Kang (1977).

Model Kahlert

Aby byly preklenuty nedostatky fpdchozich dvou modgl Kahlert a Chua (1992)
piedstavili novy model. Jednim z problémiedchozich dvou modélbyla degenerace
v praseiicich, které tak nemaji zajitu viastnost konzistentni zmy. Riklad takové

situace je uveden na nasledujicim obrazku:

f(x)=x, f(x)=2x,+

f(x)=2x,+x,

Rs

f(x)=2x;-x,

Obrazek 3.6: Pfiklad modelu Kahlert,
dle Leenaerts a van Bokhoven (2010, s. 40)

Ve dvourozmdrném prostoru jsouitnadroviny, které se protinaji v jediném Botlze
zvolit pouze dva nezavislé normalové vektoigtitnormalovy vektor |ze vytwd jako
linearni kombinaci z této nezavislé mnoziny. Pret¢ggou nadroviny v pravém slova
smyslu rovinami, neni zatana konzistentni zéma mezi regionyR, a R; v souvislosti

SR: aR,. Kahlert a Chua (1990) uv§dnasledujici popis modelu:

g

) =a+Bx+ ) cilla,x) —Bil + ¢(x) (3-5-15)

i=1
kde ¢ (x) je nezbytné k odstr&ni poruSeni vlastnosti konzistentni &mg. Uvazujme,
ze ¢(x) =0. Potom je tento model shodny z modelebhuag ktery vlastnost
konzistentni zrény ma. V gikladu na obrazku 3.6 je prostor degenerovany téejea

do popisu modelu zahrnout paramgfrr). Ten je potom vyjéien jako:
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&)

P (x) = Z Z & jk {||a£,j1((aj1'x) =Bl + af j, (@, %) - ﬁjz)l
e (3-5-16)

- |a{;,j1((aj1'x> —Bpn) + |a£,jz((“j2;x> - :31‘2)”}

proc; jx € R™, ajy, ajp € R™, Bj1, B2 a,];’jl,ai’jz € R!.
Prvni suma v tomto vztahu zahrnuje vSechny degeaaépiiseiky u zlomi. Vnitini
suma zahrnuje pro kazdy degenerovangsg@ik vSechny roviny, které degeneraci
zpasobuji. ProtoZze jsou tyto {me’iky degenerované, je mozné zvolit podmnozinu
nezavislych vektdr, kde ostatni normalové vektory mohou byt vydmy jako linearni
kombinace z této podmnoZziny. Substituci bodu z &adlolasti zap(x) je mozné ufit
skute&nou hodnotu parametrpi(x).
V piikladu na obrazku 3.6 je pouze jediné degenerove®eni, proto rive byt prvni
suma ve vzorci (3-5-16) vynechana. V tomttkiladu mohou byt libovolazvoleny dva
normalové vektory, ndfklad @, a a,. ProtoZe vnini suma ve vztahu (3-5-16) nyni
zahrnuje pouze rovinu s normalovym vektorery, maze byt tato suma ze vztahu
vynechana. Tento normalovy vektor Ize odvodit jakg = aqaq + aza; pro
a; = a, = 1. Kombinacea;a; — a,a, urcuje rovinu x, = 0. Substituci #kterych
bodi pak funkcep (x) v geometrickém slova smyslu vypada nasledovn

Ry:2Cazazx = Jy

Ry: —2tajaix = J5

R5:0
(3-5-17)
Ry:2Cayayx = ]
Rg:—2Cajajx = Jj
Rg: 0

Ve formatu podle Kahlerta Ize pak tuto funkci zapako:

f(x) =x; +x,
1
+§{|x1 +x2|+|x1—x2|+||x1 +x2|+x1—x2| (3-5-18)

- |x1 + x, + |x; —x2||}
Timto modelem lIze vyjatt kazdou dvojrozrérnou pocéstech lineérni funkci. Kahlert
a Chua (1992) dale navrhuji dalsi model, kteryaanbdel roz&uje pro vice nez dv
dimenze. Tentailanek pouze pojednava o geometrické podstabpis modelu zde

uveden neni.
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Model Huertas
Vroce 1984 pedstavili Huertas, Rueda a Rodriguez-Vaguez (1984plicitni

po ¢astech linearni model, ktery je od mod€luaporekud odlisSny:
g
f() = a+Bx+ ) {eilla,) - Bil + hsgn((aux) — B} (3:5-19)
i=1

kde sgn(x) zn& funkci signum?. Vyhodou tohoto modelu je sice moznost modelovat
také nespojité funkce, jsou zde vSak dva zasadiustatky:
* Nejedna se o kompaktni popis problematiky, mieade neni pl& vyuzito
vyhody spojitosti danych pdastech linearnich funkci. Proto &chto situacich
neni model kanonicky.

* V sestavovani modelu existujicité nejasnosti, nelfgpostup neni pewndan.

Z téchto divodi neni tento modelifiS dolre akceptovan a nevyuziva se.

3.6 Algoritmy FeSeni patastech linearnich modei

Leenaerts a van Bokhoven (2010) wjadze pokud je dan implicitni popis g@stech
linedrniho modelu, potom jerebba takovy algoritmus, ktery nalezne odpovidajici
vystupni vektor pro dany vstupni vektor. Tento péabje znam jako Problém linearni
komplementarity (origindkh Linear complementary problem) a jako prvni jej galp
Cottle a Dantzig (1968).
Problém linearni komplementarity
Tento model jecasto uvadn v souvislosti s tlohami kvadratického programadyvan
V ceské literatie jej interpretuje nafklad Rohn (2002) nasledujicimigobem.
Problémem linearni komplementarity nazyvame problém

y=Mz+q

y=>0,z=>0

(3-6-1)
ylz=0

kde M je ¢tvercova maticen X n. Za gedpokladu podminek nezapornosti lZetit
rovnici zapsat jako
y]Z] = O, (_] = 1,2, ,Tl) (3'6'2)

14 Funkce signum nebo taky znaménkova funkce je &ppddicha funkce, ktera vraci znaménko realného
¢isla. Vice o této funkci Weisstein.
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Pro kazdg§ ma tedy alespojedna z prornnychy;z; nulovou hodnotu. Pro kaZgése
nazyvaji prominney;z; komplementarni. Z toho je odvozen i nazev téthiyildejedna
se o optimalizéni problém, protoze zde neexistuje Zadiélava funkce. Cilem je
pouze naléztreSeni soustavy, ktera je vSak vzhledem iedi tpodmince nelinearni
(Rohn, 2002).

3.6.1 Vyuziti problému linearni komplementarity v linearnim programovani

V modelech paiastech linearniho programovani existuji analogieodely linearniho
programovani. Jednou z moznosti, jak tyto mode§it, je vyuZiti problému linearni
komplementarity, jak ji popisuje Leenaerts a varkiBiwven (2010, s. 103-104). Tyto
souvislosti jsou vSak jiz znamy delSi dobu — pojeige napiklad de Moor (1988).
Jinou moznosti je ipvod na model linearniho programovani pomotidgmych
proménnych, tak jak jej popisuje HouSka a Brozova (2082hasledujici kapitole jsou
popsany obaifstupy.
UvaZzujme nasledujici primarni tlohu:
c’x > max
Ax<b (3-6-3)
x>0

Pro kazdy primarni problém Ize definovat probléndldu V tomto gipact dostaneme

model:
by - min
ATy > ¢ (3-6-4)
y=0
Protoze se jedna o ulohy dudlsdruzené, v badoptima musi platit pro dvpripustna
reSeni
c’x=bTy (3-6-5)
Pridanim dophkovych proménnychv aw do obou modél dostaneme:
Ax+v=>b
ATy —w=c (3-6-6)

x,v,y,w=0

Tento zapis jiz Izeievest na:
=% %))+ (36-7)
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Na tuto Ulohu Ize nahlizet jako na problém lineakimplementarity, protoze
rozhodovaci bazicka pramna odpovida dopkové nebazické atd.

viy+wlix=0 (3-6-8)
je treba nalézt odpovidajici aj. Ziskanim hodnoty: dostavameeSeni pro primarni i

dualni model, a tedy i hodnotdalové funkce obou model

3.7 Model po ¢astech linearniho programovani

HousSka a BroZova (2002) ukazuje, jakynmiggbem je moznéipvest konvexni model
po ¢astech linearniho programovani na &gy model linearniho programovani, ktery
je pak mozné&esit standardnim simplexovym algoritmem. Halskransformovany
model navazuje na L&&ka (1983), ktery obecny model p&astech linearniho
programovani definuje z odliSného hlediska ni&dphozi uvedené modely v kapitolach
3.5.1a3.5.2.

HousSka (2002) vyuZziva nasledujici definici obecnéhodelu pocéastech linearniho

programovani:
maximalizujte Z(x)
za podminek
n
Z aijXj < bi,i =1,2, ,m;j =12, ..,n
Jj=1
xj 2 O'] = 1,2, n
kde a7

Z(x) = Z1(x1) + Z5(x2) + -+ + Zy (xp),
Zj(x;) = Zj1 (%), %; €0, k;a),
Zj(%) = Zj2(%), % € (kj , Kj2)

5,(5) = Zip () € iy ). = 12,0

A vSechny deloveé funkceZ;(x;) jsou linearni. Hodnoty proénnych kjpj predstavuji

hranice intervalu, nadmz je gislusna diti linearni funkce definovana.
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HouSka a BroZzova (2002) pak navrhuje transformahbto modelu do nasleduijici

podoby:
maximalizujte Z(x,1)
za podminek
n
z aijxl-j < bl‘,i = 1,2, e, m; .X'j = 0,] = 1,2, e, n,
j=1
Xi +Ticak—1) — Ticzi) = Kiry ) = 1,2, ..., n, k = 1,2, ..., p;
J J( ) - J(. )_ J T J (3-7-2)
T =0,j=12,..,nk =12, ..,p;
‘r:]'(Zk—l)'ﬁ(Zk) = 0,] = 1,2, ...,n,k = 1,2, ,p]
kde
n Dj
Z(x,1r) = Z cjxj + Z CixTik,J = 1,2,..,n
j=1 k=1

Yi=1aix; < b,i = 1,2, ..., m jsou givodni omezeni ulohy,

Xj + Tjck-1) — Tjck) = KjJ = 1,2, ...,n,k = 1,2, ..., p;, jsou ffidana omezeni pro tzv.
rozdilové prorenné®se vzdalenosti Zlewg ;1) a se vzdalenosti zpravgy,.

¢j acjy jsou cenove koeficienty.

Uloha obsahuje téZz podminku nezapornosti pro v3eakadené progmné. Nelinearni
podminkury;x-1)-Tj2ky = 0 1ze v gipadt vyuziti simplexového algoritmu ignorovat,
neba’ jak dokazuje HouSka a Brozova (2002), porus&tito podminek by vzdy vedlo
ke zhorSeni &elové funkce, proto jejich séasna pitomnost v bazi neni zZadouci
a z hlediska podstaty simplexového algoritmu neoZma.

Tento pocastech linearni model Ize tedgSit klasickym simplexovym algoritmem
a v gipadt konvexni pocastech linearni delové funkce je v kormém pdtu kroki
simplexového algoritmu nalezeno optimalféSeni. K tomuto modelu Ize taktéz
Vv pripact potreby sestrojit model dudlni, jehoz konstrukci popsHilavaty (2012).
HouSka a Brozova (2002) nebo Houska (2005) takéamuji na moznostieSeni
modehi s nekonvexni patastech lineéarni delovou funkci. Jako jednu z moZnosti
Houska (2005) uvadi zavedeni bivalentnich pmomych do modelu pocastech
linearniho programovani. Tato varianta s sebou ravs#inasi vyssSi vypeéetni
narainost. Druhy pistup navrhuje HouSka (2003) bez pouZziti bivaletrgrongnnych

v modelu. Tento postup ukazuje, jak je mozné practa/modelem s nekonvexni

150 &chto prongnnych podrobgji Houska a BroZova (2002) nebo kapitola 4.1.2tg f#aci.
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po ¢astech linearni funkci jako s modelem linearnirhoJjeouziti je vSak specifické jen
pro ukité typy uloh, do zn&né miry ma heuristickou podstatu a pro rozsahldgy

se tento postup nejevi jakoidny.

3.8 Vyuziti modeli po ¢astech linearniho programovani v praxi

Modely pocéastech linearniho programovani nachazeji uptatpri feSeni praktickych
situaci v mnoha odtvich. Zejména se Ize s jejich vyuZzitim setkat m&eglstvi a (i
feSeni ekonomickych problém Tyto modely maji Siroké vyuziti zejména proto,
Ze aproximace nelinearni funkce funkci pastech linearni zgaé¢ zjednoduSuje
naslednéreSeni jakéhokoliv problému. Tato linearizace nemugi nutré Skodliva,
pokud Ize u daného problémipustit ugitou miru relaxace jvodnich dat, aniz by to
melo zasadni vliv na vysledky nasledujiciieSeni tohoto modelu. Existujiizné
piistupy k aproximace nelinearni funkce funkci gstech linearni. Houska (2005)
navrhuje pistup k aproximaci s vyuzitim metody nejmendiverai. Relativre
modernim pistupem je vyuZziti tzvsplajni®. Tuto problematiku popisuje Judd (1998),
ktery uvadi, Ze néastjSim pipadem je v praxi kubicky splajn. Polynomialni $pla
muze byt ve svém jednodusSimigac linearni interpolujici splajn. Ten je pak mozné
vyuzit pro aproximaci nelinearnfikky na zadanych intervalech a dale uldksit jako
po castech linearni. V této kapitole jsou popsarékteré aplikace z posledni doby
zabyvajici sa'eSenim praktickych problémza pomoci modél po ¢astech linearniho

programovani.

3.8.1 Aplikace v zengdélstvi

Viaggi, Bartolini a Raggi (2009) vyuZzivaji modelo gastech linearniho programovani
v piipadové studii environmentalni regulace v gd#tstvi. Clanek popisuje
metodologii feSici spojeni modelu péastech linearniho programovani a modelu
primarnich cinitela za &elem tvorby environmentélni regulace v zefststvi. Po
¢astech linearni programovani zde figurufedevsim jako nastroj k odhadnuti funkce
nékladi/uzitku primarnichéinitela pro model primarnickiniteli. Jsou uvazovany dv
varianty metodologie. V prvnimijpadt je funkce uzitkuciniteli odhadnuta pomoci

interpolace vysledk parametrizace modelu poéastech linearniho programovani.

16 Originalrg spline — jedna se o funkci, ktera je gastech polynomialni a na hranicich navazujicich

intervali pokud mozno spojita a diferencovatelna.
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V druhém zjisobu jsou generovany a identifikovany vyznamnérkrapdy nespoijité
funkce uzitku, a to za pomoci parametrizace modptu ¢astech linearniho
programovani. Tyto body jsou naslédwkladany do diskrétniho modelu priméarnich
¢initelu. Dale je popsana konkrétnfipadova studigesSici nakup environmentalnich
sluzeb v zeridgélstvi. Vysledky ukazuji, Ze je vhodné vyuzit madgbo castech
linearniho programovéni pro odhad parafnetunkci néklad/uzitku, které jsou
nasledg vkladany do modelu primarnichiniteld. Tento pistup taktéZz dovoluje
z&llenovat do modei vice informaci z pohledu toho, jak se provadi ocamgvani,
obzvla¥ tehdy, pokud jsou podkladové Udaje pmatele ziskavany z&kolika riznych
typa ¢innosti. Vyker specifického postupu by vSakémbyt peilivé zvaZzovan, aby
spravre vyhovoval vlastnostemifslusného modelu, zejména z pohledu podkladovych
Gdaji. Zvlastni pozornost je také&eba ¥novat tomu, jakym zjsobem omezeni
a technické koeficienty ovliwji ndsledny model.

Nieminen (2008) zkouma pomoci gastech linearniho modeluigniho mikros¥ta
propojeni potravinovychetzci a proces v ekosystémech. Ve své praci prezentuje
model propojeni dekompozitorbiomasy a dusikatého cyklu wugnim prostedi.
Dynamika potravnihdetézce (neziva organicka hmota — houby, hlisti) byladgvana
jako uzaveny systém a tento experiment byl modelovan &dein vyhodnoceni role
hlisti Zivicich se houbami v obohacovanidy dusikem. Dynamika vyskytu hlist
pieSla od exponencialnihaistu do faze jejich po#nné limitovaného vyskytu. V té
samé dob doslo ke zvySeni obsahu amoniakuidd Oke tyto dynamiky byly popsany
dvoufazovou soustavou linearnich rovnicteSeny modelem pd@éastech linearniho
programovani. Tyto dva modely byly naslédmovnany. Ukazalo se, Ze model,&nmiz
byl zvySeny vyskyt amoniaku \vigé zcela pisuzovan hlistm, nedokazal igdpovidat
dynamiku vyvoje hlist. Naproti tomu model, ve kterém neni mineralizaggyhlistim
pfisuzovana, dokazal zcela vystihnout dynamiku duskista v systému.

Karterakis a kol. (2007) vyuZiva modelu g@stech linearniho programovarti pesSeni
problematiky podpovrchové vody. Vtéto studii bylakoumana problematika
hospodé&eni s povrchovou vodou v krasovyelguiferach (tj. ¢esky zvoda — termin
hydrogeologie) na pdbZi vRecku, a to za pomoci géstech linearniho programovani
a heuristickych optimalizamich metod. Nejprve byl vyt¥en numericky simukai
model, ktery by reprezentoval komplexni nelineadgystém tohoto povrchového

vodniho atvaru. Dale byl vyuzit klasicky simplexoafgoritmus proreSeni problérin
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hospodé&ni s povrchovou vodou, kde hlavnim cilem je hylické& kontrola pronikani
slané vody do této nadrzeiv@dns nelinedrni problém byl poastech linearizovan.
Toho bylo dosazeno opakovanou implementaci simplExo algoritmu,éimz bylo
dosazeno konvergence k optimalnite8eni ReSeni tohoto nelinearniho problému bylo
taktéZz dosazeno pouzitim heuristickych metod. Ret&de pedstaveno porovnani
vysledii obou rozdilnych optimalizaich metod. Nakonec byla provedena analyza
citlivosti, kterd zkoumala vliv agerpavani vody z nadrzi na vyvoj pronikani slanéyvod
do nadrze patezim.

Xie a kol. (2011) zkoumal charakteristikyredii kontamin&nich latek wasté&ne
jilovitych padach s pa&astech linearni adsorpci. Adsorpce kontadizh latek v gdeé

ma Ezn¢ nelinearni charakter, pokud je koncentrace komamich latek dostate¢
vysoka. lzoterma (ij.ikvka) vyjadujici zjednoduSenou p&astech linearni adsorpci je
konzistentni s vysledky pokiais je navrZzena jako aproximace nelineérni adsoiate.
aproximace umailje pouziti analytického ifeSeni pro modelovani rozptylu
kontamin&nich latek v fdé¢ nelinearnim zfisobem. Jsou zde zavedeny pohyblivé
omezujici podminky, které dokazou reprezentovatrgmv koncentraci rozpudtych
latek i propustnosti jmly. ReSeni pomoci modelu pi@stech linearniho programovani
bylo srovnano a asfeno empirickymi daty. NavrZzen@&Seni je relativé jednoduché,
Co se tye vyuzitelnosti, a ize byt vyuzito pi ovérovani komplexgjSich nelinearnich
modefi.

Vyuziti po ¢astech linearnich model zengdélstvi pochopiteld neni pouze zalezitosti
souwasnosti. Cale (1979) jiz vroce 1979 publikovéippdovou studii zabyvajici se
modelovanim produktivity luk a pastvin s vyuzitino gastech linearniho modelu.
V piipadové studii je iedstavena metodologie charakteristiky komplexnich
ekologickych procesv primarni produkci. Vysledny model vyuZivéi pypoctu realné
produkce teorie omezeni zaloZzené na omezujicichmpodch tvéenych danou
vlhkosti, teplotou, dopadajicim ieéim a obsahem Zivin wageé. Procesy jako
odpdovani nebo vzlinani vody jsou zdecivé pro tvorbu prognnych modelu. Byl
zkonstruovan simutami model, jehoz vysledné hodnoty jsou v&av uvedeny

a srovnany se skuteymi nangrenymi hodnotami.

3.8.2 Ekonomické aplikace

V ekonomickych oborech se Ize s modely gastech linearnimicasto setkat

v souvislosti s metodou datovych olbbgDEA). Ramos-Real a kol. (2009) odhaduji
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zmeny Vv brazilské energetické distriéni siti s vyuZzitim metody DEA a modelu po
¢astech linearniho programovani na vzorku 18 firgmpiipadoveé studii je provedena
dekompozice zw#n v produktivie téchto distribénich firem ve smyslu technické
efektivnosti a technického pokroku. Tatdigadova studie napomaha poroztim
hlavnim ¢initelam vyvoje produktivity a zawiuje se obzvlaS na jeji souvislost
s restrukturalizaci odtvi v roce 1990. Bylo zjigho, Ze za rozvojem produktivity stoji
piedevsim technologicky pokrok a bylo r@éndokazano, Zze investii pobidky statu
nevedly tyto firmy ke zrn¢ chovani produktivity a zeéme jejich efektivnosti.

Kombinaci metody DEA a modelu pgastech linearniho programovani vyuziva také
Giannakis, Jamasb a Pollitt (2005)igadové studii tykajici se srovnani kvality sluzeb
v distribuci elektrické energie ve Velké BritaniKvalita sluzeb se ukazala byt
vyznamnym tématem v poreformni regulaci distribelaktrické energie v distrildnich
sitich. Reguleni Gfad vytvail systém pobidkovych schémat vedoucichét§imu
Seteni naklad, investéni efektivnosti a zlepSeni kvality sluZzeb. Tat@ppdova studie
piedstavuje kvalitativni srovnani nastrojpro distribuci elektrické energie.
Byla pcatitana technicka efektivhostdhto nastraj pomoci metody datovych oldal
Tato metoda byla aplikovana v neparametrické fopiin vyuziti po ¢astech linearniho
programovani k vyp@iu (nikoliv odhadu) efektivnosti neboli efektivnicimitnich
hranic i dané mnozié rozhodovacich jednotek (decision-making unitsgrjni zde
byly jednotlivé firmy. Bylo zjis¢no, Ze nakladova efektivnost firem néitnemusi
vyjadrovat kvalitu sluzeb a Ze nakladowrientované modely vykazuji jiné vysledky
nez ty ryze kvalitativti ohodnocené a neexistuje mezi nimi vysoka koreldgsledky
také poukazuji na to, Ze zlepSeni kvality sluZzelzneyni prispiva ke zmngé
produktivity v tomto sektoru. Na zéw je popsano, Ze kvalitativnitigtup by bylo
vhodné spiSe preferovaitaa ryze nakladovymi modely, protoZe lépe odpovidsglit.
DalSim gipadem vyuZiti metody DEA spdles s poc¢astech linearnim modelem se ve
své praci zabyva Avkiran (2001). V tétorigpmdové studii hodnoti technickou
efektivnost australskych univerzit. Ukazatele vyhosti ve véejném sektoru jsotasto
kritizovany jako nedostate¢ vystizné pro hodnoceni efektivnosti. Cilem tétodst
bylo za vyuZiti modelu pgastech linearniho programovani zjistit relativrékeifznost
australskych univerzit. Byly vytweny & modely vykonnosti — Model celkové
vykonnosti, Model vykonnosti poskytovani alvacich sluzeb a Model finami

efektivnosti. ZjiSéni zalozena na datech zroku 1995 ukézala, Ze naitiyepracuji
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efektivné po technické strance, ale Ize najit zlepSeni parfni strance. PouZiti modelu
po castech linearniho programovani umoje identifikovat sady dopoéeni pro
neefektivni instituce afmeést objektivni navrh na zlepSeni produktivityormize byt
vhodnym srovnavacim nastrojem pro ministerstvostkoh byt napomocnaripalokaci
zdroji a finar€nich prostedkii pro univerzity. ProtoZe neexistujéegny ekonomicky
ukazatel rentability nabytého u#éni, musi se univerzity ohlizet po alternativnich
zpasobech hodnoceni, jako je p&ento.

Modely po castech linearniho programovani lze v ekonomickéxiprgyuzivat i
samostats Chu (2011) ve své praci vyuziva p@stech linearniho modelovani
k predikci turistického ruchu v Macau. Jsou zde Aryana data zlet 1991-2005
a upravena&asovéarada poptavky turist prijizdéjicich do Macaa. MAPE a chi-kvadrat
jsou zde brany jako kritéria pro hodnocemnégnosti pedpovdi. Dale je srovnan po
¢astech linearni model s autoregresivni trendovaitkdua sezénnim autoregresivnim
klouzavym pamerem. V kon€ném srovnaniigsnosti vSechrit modeh vychazi model
po ¢astech linearni jako negsrEjsi.

Bayindir, Birbil a Frenk (2007) ve své praci popisdeterministicky produéné
spotebni modekizeni zdsob s obecnotikou nékladi a po¢astech linearni konkavni
funkci néklad produkce. V této ffipadové studie je podrobrpiedstaven produke
spotebni model zasob gipustnym pechodnym nedostatkem zasob Zadpokladu
obecné nakladoveé tikky zasob a pocastech linearni konkavni funkci nakiad
produkce. V ndvaznosti na to je navrzen efektivastpp ieSeni, casté&né pouzity

v aproxim&nim schématu. Déale je uveden#ippdova studie, na které je ukazéna

efektivnost navrzenéhi@seni v praxi.

3.8.3 Ostatni aplikace

Podstata modelu poastech linearniho programovani zejménacs@o v aproximaci
nelinearni funkce funkci p&astech linearni. Je proto mozné nalézt uptdtpro tyto
modely nejen v zesuélstvi a ekonomice, ale vSude tam, kder@ba vyuZivat sloZitych
nelinearnich modél

Elimam a kol. (1988) se zabyvaji optimalizaci vasol termalni elektragnz hlediska
energetickych tok a alokace zdr@jvody. Tento solarni termalni energeticky systém je
vytvoren pro decentralizované dodavky energie pro matdované komunity.
Pronenlivost intenzity slunéniho zdeni vede k nutnosti zjidvani dostupnych

operativnich moznosti a odpovidajici alokaci ereeegvody pro koncové uZivatele.
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Vtomto c¢lanku je pedstaven model matematického programovani peeni
elektrarny. Bistup pocastech linearniho programovani je zdézmsoben tak, aby
piesré vystihoval prominné efektivnosti turbin v zavislosti na Urovni \siu
Optimalizace Gelové funkce sestava z linearni kombinace dvoti: dlaximalizace
swtelného lomu a uspokojeni poptavky uzivateDbima kritériim jsou fifazeny
odpovidajici vahy, které vystihujiibZitost chto kritérii. Tento model se z&hje na
integraci energetickych a vodnich slozek systémuoskytuje kazdodenni operativni
moznosti Pi neustalych zrnach intenzity slunaiho zdeni a znénach poptavky.
Zhang, Huang a He (2011) popisuji logisticky mod@munélniho odpadového
hospodéstvi. Autai predpokladaji, Ze vSechny parametry modelu jsou vater
kvantifikujici nejistoty v optimalizénim procesu &eSeni tohoto logistického modelu.
Pro feSeni tohoto modelu bylo vyuzito géstech linearniho programovani, aby bylo
mozné se vyp@dat s minimalizénim charakterem omezujicich podminekéeldvé
funkce. Vyuziti modelu je nazognilustrovano na typickém modelu zpracovani
komunalniho odpadu. Byly analyzovany dva sééna prongnlivymi nakladovymi
parametry pro skladky a spalovny. Tento model jeopen reflektovat dynamiku
a nejistotu v systémech odpadového hosfsidéa mohl by usnadnit vyti@ni plari
odpadového hospotkivi. Tento model je navic mozno dale réiz3 stochastické
a fuzzy veltiny.

De Best a kol. (2008) navrhuje vyuziti maielo castech linearniho programovani pro
fizeni pohybu papiru po tisiské lince. Tento problém je raddn natizeni chodu
motori a kontroly jednotlivych tiskovin, ififemz tyto procesy jeirdéba efektivi
synchronizovat. Na zakladmodelu pocastech linearniho programovani dynamiky
pohybu papiru po lince byl navrzen novy desigreni. Jak odhalila Znovazebna
¢idla linky, vysledny model dynamiky tohoto systégeuvelmi stabilni. Modekizeni
linky byl rovréZ implementovan a verifikovan na experimentalrkidig lince.

Mizuno a Abe (1995) vytudi algoritmus pro pocéastech linearni konverzi hlasu.
Clanek gredstavuje novy algoritmus pragvod hlasu uitého fe¢nika tak, aby z#
jako hlas gkoho jiného. Tento algoritmus pruZprevadi kvalitni zvuk za pomoci dvou
hlavnich technik. K odhadu parameprevodu je vyuzito modelu p&astech linearniho
programovani, ktery znazarje frekvence formait (tj. lokalni extrém zvuku ve
spektru zvuk) a intenzitu zvukového spektra. Tyto parametry fakto odhadnou

ponerné detailré. Pravidla pevodu funguji automaticky pro jakoukoliv dvojiciagh.
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Spolehlivost je statisticky zarana na zakladpouZiti trénovaci mnoZiny daket je

v algoritmu iterativd meénéna, aby bylo dosaZzeno poZzadovaného Uroformantu.
Poslechové testy dokazuji, Ze navrzeny algoritmespektuje rozmanitost hias
jednotlivychiecnika pri zachovani dobré kvality vystupu.

V neposledniad® se Ize setkat s modely gastech linearniho programovani u velmi
znamych matematickych problémjako je nap problém batohu. Kameshwaran
a Narahari (2009) uvaZzuji zmenSenou verzi probldffdy nekonvexnich probléin
batohu s patastech linearni strukturou omezeni. Polozky, kwaagi byt do batohu
zahrnuty, maji ditelné paet i ohodnoceni. Libovolnd poloZzkauie byt zahrnuta
v daném intervalu mnozstvi a jeji cena je nekonvgxm ¢dstech linearni funkci
mnozstvi. B znadmé poptavce je optimalia@m problémem vybrat optimalni mnozstvi
jednotlivych polozek tak, aby poptavka byla uspekaj a naklady minimalizovany.
S timto problémem nebo jehsilpuznymi variantami se setkAvame u planovani, navrh
zasobovacichietszal, zadavani viejnych zakéazek a jinych seasnych aplikaciCtyii
rozdilné smiSené modely géstech linearniho programovani jsou navrzeny ansioy

s existujicimi algoritmy. Rozsahlé vygmini experimenty dokazuji, Ze navrzeneé

algoritmy jsou efektiv§§Si a tedy rychlejSi nez ty dosavad pouzivané.
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4 Navrh reSeni Ulohy s nekonvexni po €astech linearni

Ucéelovou funkci

V této kapitole budou popsany ulohy gé@stech linearniho programovani s nekonvexni
Ucelovou funkci a jejichéleréni dle stanovenych paramitrAnalyticky popis &chto
tloh bude doplkn o jejich grafickou reprezentaci. Dale bude popstmansformace
obecné ulohy na novou ulohu matematického programowWejtSi dil této kapitoly
predstavuje popis algoritmu pro nalezeni optimalnfeéeni nekonvexni udlohy po
¢astech linearniho programovéani a &msné ilustrace tohoto postupu na konkrétnich
piikladech. S vyuzitim zvolené metodiky bude dokazéame nalezenéreSeni je

z mnoziny vSechifpustnych kandidatna optimalnireSeni préa¥ optimalnimieSenim.

4.1 Obecny model potastech linearniho programovani

Na paatku budeme uvazovat obecny modekgstech linearniho programovani
(4-1-1). Tento model budeme dale cameat PWLP (PieceWise Linear Programming)
a je definovan nasledujicimigobem:

MaximalizujteZ (x) = Z;(x1) + Z,(x3) + -+ Z,,(x,,)

za podminek

n
Z Cll'jx]' < bi, i
j=1

Il
rk
N
<.

Il
l—\
N
S

(4-1-1)
kde
Zj1 (%), %; € €0, kjn)

7 ), x; € k: ,k.
Zj(xj)z EJZ(XJ) xj € (kj1, kj2)

\Zjp, (%) € <k]-p]._1,oo) Jj=12,..,n
Jednd se o maximaligai model matematického programovani sgdstech linearni
Gcelovou funkci a linearnimi omezujicimi podminkan@mezeni ulohy jsou zde
formalré definovana jako typ ,mensi nebo rovno“. Ve skatesti se vSak f¥e jednat
0 podminku jakéhokoliv typus, > nebo=. Stejré tak E&elova funkce rmize byt ve
skut&nosti i minimaliz&ni. Sn&r optimalizace ovliviuje predevsim samotny

algoritmus vypétu.
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4.1.1 Poéastech linearni ®elova funkce

Obecna pcatastech linearni funkcg(x) je slozena =z dilcich po c¢astech linearnich
Gcelovych funkci.
V této praci budeme rozliSovat celkem 4 urévpohledi na (&elovou funkci.
Dle modelu (4-1-1) nazveme:
e Z(x)...Souhrnna &elova funkce Jedna se o separabilriielovou funkci, jejiz
hodnota vyjatuje realnou hodnotucélové funkce zadané ulohy.
o Z1(x1),Z5(x2),..,Zy(xy)...Dil&i po ¢astech linearni &elova funkce Jedna se
o0 &elové funkce jedné pramné, jejichz sottem dostaneme hodnotu
souhrnné felové funkce Jednotlivé hodnoty dilch funkci nemaji samostatn
velky vyznam a slouZi pouze procani hodnoty telové funkce souhrnné.
V nasledujicim textu tyto funkce budou také zkr&ceazyvanydiléi Uéelova
funkce nebodiléi po ¢astech linearni funkce.Jednoznénym identifikatorem
téchto funkci je slovo ,ddi".
. le(xl),le(xl),...Z]-p].(xj)...Lineérnl' segmenty ditich Gelovych funkci.
Jedna se o jednotlivé Uselyi¢ich Géelovych funkci na zadanych intervalech
z(0; kjk)u(kjpj_l;oo). V néasledujicim textu budou také zkragemazyvany
linearni segmenty
*  Zn, hy..h,---Fragmenty Gcelove funkce S vyuzitim jiz uvedenych pohléd
na &elovou funkci lze definovat jeXtétvrtou Uroves, a tou je vyjateni
souhrnné &elové funkce pomoci fragmerit souhrnné &elové funkce
odpovidajicich jednotlivym vicerozZtmym intervaim, které vzniknou
vzajemnym kombinovanimiznych uUsek dil¢ich poc¢astech linearnich funkci
(viz dale, kapitola 4.2.2).

Vztahy mezi &mito Urovrémi lze vyjadit nasledujicim schématem:
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Souhrnna ucelova
funkce

se rozpada
vzhledem k
proménnym na

se rozpadd na
vicerozmérnych
intervalech v
prostoru feseni na

Dil¢i ucelové funkce

které jsou rozdéleny Fragmenty souhrnné
vzhledem ucelové funkce

k délicim bodim na

\ 4
Linedrni segmenty které svymi

dil¢ich ucelovych funkci kombinacemi

vytvareji vzhledem

k vicerozmérnym

intervalim

Obrazek 4.1: Rizné pohledy na @elovou funkci.
Na obrazku 4.2 jeifklad obecné di&l po ¢astech linearni funkce sgyimi linearnimi

segmenty.
8

6

N

n
o
~
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",
Obrazek 4.2: Obecna po castech linearni funkce jedné proménné, (vytvoreno v DGC).

Tato funkce ma &které podstatné vlastnosti, a to, Ze nekonvexni spojita

a ,nehladka“. To ma vyznam jedevSim pro poeby této prace, nebopraw tyto
vlastnosti budou vSechny funkce zde popisovangosglt. Jinakie¢eno, v Ulohach zde
feSenych budou linearni segmentyidih funkci vzdy plynule napojeny v bodech, kde

54



funkce nema spojité derivace, aehto bodech budou nastavat zlomy, které mohou byt

nekonvexni.

Pojem konvexnosti optimalizai Ulohy je teba chapat v souvislosti se &em

optimalizace zvolené dlohy. Ozfrae k; snernice vSechn linearnich segmedtdilci
po castech linearni funkce. Pokud je posloupnostrsio (k;)7.; nerostouci pro

maximaliz&ni Ulohu nebo neklesajici pro minimake& Ulohu, potom tuto Ulohu
(¢elovou funkci) povazujeme za konvexni. Pokud tepitedpoklad neplati, Uloha
(celova funkce) je nekonvexni. Body, ve kterych jeroseouci (neklesajici)
posloupnost ,narusena“ nazvenmekonvexni zlomypo céastech linearni funkce.
Na obrazku 4.2 se jedna o hodnsty: 2,5 (v piipac, Ze by se jednalo o minimali&a
Glohu) nebo hodnotyw =1 a x =4 (v pripac, Ze by se jednalo o maximaliza

tlohu).

Dale také budeme uvaZzovat pouze funkce obesd utitym readlnym intervalem, tedy

ne takové, jejichz defitini obor je z pravéi z levé strany neomezen.

4.1.2 Zavedeni ddlicich bod& do modelu

V navaznosti na praci Housky a Brozové (2002) butimmodelu p@astech linearniho
programovani zavedenylati body. Kazda ddi po ¢astech linearnidelova funkce ma
alespa dva linearni segmenty. Na hraniéctito segmeritbudou vzdy existovat tité
délici body, kde jeden segment kKbdna dalSi z&na. Specidlédh pak kazda déi
po ¢astech linearni funkce bude mit dvdici body, které nazveme hr&ni body. Tyto
body budou totozné s hr&nimi body definniho oboru funkce. Na obrazku 4.3 jesbp
zobrazen obecny graf dilpo ¢astech linearni funkce, tentokrateins preruSovanych
gar, které odduji jednotlivé linearni segmenty. Pojedelici bod'’ budeme v préaci
pouzivat i nadale a bude se jednat o bodkmnse srarnice diki po ¢astech linearni

funkce n&ni, respektive vé&mz nema ddi po¢astech lineérni funkce spojitou derivaci.

17 v anglické literatie se tentyZ bod nazywnot V této praci pejimame pojendélici bod dle autof:
HouSky a Brozové (2002). ¥eské literatie se Ize ovSem setkat i s doslovnyrekpadem originalniho
pojmu, tj.uzel
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Z(x)

X

Obrazek 4.3: Obecna po castech linearni funkce s délicimi body, (vytvoreno v DGC).

Funkce ma 3dici body (vx = 1,x = 2,5,x = 4) a 2 hranini body (vx = 0 ax = 6).
Tyto cklici body pimo odpovidaji parametm kjpj z obecného modelu (4-1-1).
Je Zejmé, Ze v kazdém intervalu daném sousednigticichi body je st (pokles)
linearniho segmentu funkce vzhledem k optimalnife&eni jiny alespo v jednom
piipack. V nekterych intervalech ovSem mohou mit segmenty furdtegou srérnici.
Je logické, Ze pokud dva sousedici segmentyagtech linearni funkcée;n,, kjm+1))
a (Kjom+1) Kjem+2)) mMaji  stejnou smrnici, potom také segment této funkce
(kjm, kjm+2)) M& snérnici totoZnou s oéma segmenty a je mozné oba tyto segmenty
slowit v jediny. Proto je opodstatné, aby v modelu odpovidaly intervaly hodnot
proménné segmelm po ¢astech linearni funkce se stejnouésmici pouze v takovém
piipadt, pokud nejsou navzajem sousedni.
D¢lici body tedy vymezuji oblasti hodnot prémmych odpovidajicich jednotlivym
segmenim pocastech linearni funkce. Kazdou takovou oblast &gesat jako kartézsky
souin jednotlivych interval hodnot prominnych danych sousednimélgtimi body.
Tyto oblasti tedy fedstavuji vicerozgrny interval.
D¢lici body hraji vyznamnou roli v procesu optimatiea protoZze $ hledani
optimalniho reSeni Wité ulohy nelze pracovat se souhrnnou §é@stech linearni
Gcelovou funkci jako s celkem, ale je nutné uvaZzomatlo modelu zahrnout &v
z&kladni hlediska. dmi jsou jednak zminé dlici body a dale také s¥mice
jednotlivych linearnich segmentdiléi po ¢astech linearni funkce. Jeepmé, ze
na rozdil od ob§ejného modelu linearniho programovani zde nebudesmihrnna
Ucelova funkce v kazdém vicero#Zmém intervalu prostorieSeni vzdy stejnyust.
Pro ukité hodnoty neznamg; se mira itstu (snérnice linearni funkce) bude dnit.

56



Prikladem budiz obrazek 4.2 pro jednu pgwmou. Pro hodnoty € (0; 1) je Z(x) = x,
pro hodnotyx € (1;2,5) je Z(x) = 2x — 1, pro hodnotyx € (2,5;4) je Z(x) = —2x +

9 a pro hodnotyr € (4;6) je Z(x) = 3x — 11. Absolutni¢leny v tEelovych funkcich
vyjadiuji posunuti &chto funkci, na nalezeni optimalnitieSeni ovsem posun funkce
nema vliv. Smir optimalizace utuje pouze srrnice (Eelové funkce a absolutien
pouze ve finale wuje skuténou hodnotu &elové funkce v uiitém bod. Tento gistup
muzeme realizovat i vifjpact funkce vice pronnych.

Pfi hledani optimalnihdesSeni je nutné zohlaédvat skuténost, Ze se sémnice diki
ucelove funkceZ; meéni v zavislosti na hodnétpromenné x;. Mizeme tedy vyuzit
délicich bodi k tomu, abychom prostofeSeni rozdili na vice vicerozrmarnych
intervall v mnoziré pripustnychieSeni. Mame-li pro kazdou d&iillinearni funkcip
délicich bodi, potom rozdlime prostorfeSeni pro kazdou dil funkci nap — 1 ¢asti.

Z hlediska procesu hledani optimalnibeSeni nas iedevSim bude zajimat situace
piechodu z jednoho segmentu do jiného.

Do modelu matematického programovani je tedy naawv@st instrument pro sledovani
polohy stavajiciho bazickéhi@Seni vzhledem kéticim bodim. VyuZijeme pistupu
Housky a BroZové (2002), ktery originaléerpa z princifi cilového programovani a do
modelu PWLP (4-1-1) zavedeme nové péame, které nazvemezdilové proranné
Ozname tuto prorﬁnnourjz/_, kdej je index gislusné diti icelove funkcek je index
piislusného diciho bodu a horni indext-(—) vyjadiuje prekrateni (nedosazeni)
urciteho cliciho bodu. Ve skuiosti se jedna o vzdalenost stavajiciho bazického
feSeni od hodnotéticich bodi v prostoruieSeni. V pipact funkce jedné progmné

z obrazku 4.3 riweme tuto vzdalenost chapat jako vzdalenost zlewazdalenost
zprava.

Vyjadieni vzdalenosti od titého dliciho bodu Ize zapsat obecmasledujicim

zpisobem. Oznane x; nekterou skuténou hodnotu prokmné x; a uvazujmek-ty
délici bod j-té diki po castech linearni funkcé;,. Potom nize nastat prayvjedna

Z nasleduijicich situaci:
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 Pokudx; = kj), potomrj; = 0 ary, = 0
« Pokudx; < kji, potomrj = 0 arj, = kj, — x;. (4-1-2)
 Pokudx; > kji, potomrj, = 0 arj, = x; — kj.

VySe uvedené vztahy musi vzdy platit, a proto zawsel do obecného modelu LP
novou podminku:

Xj + 1 =Tk = k; (4-1-3)
Nazwme tuto podminkypodminkou rozdilovychodi. Tato podminka nezabezpge
funkénost vztali (4-1-2) beze zbytku. Naixlad v konkrétni podmince

241, — 1k =10 (4-1-4)
bychom @ekavali, Zer;; =8 arj; = 0. Stejre tak by vSak mohlo platit, Ze napy, =
12 a r]-;; =4, coz by uz ale nevyjddvalo vzdalenost od éticiho bodu. Proto je
ke vztahu (4-1-4) zarovievyZadovana dopljici podminka komplementarity

Tik-Tjke = (4-1-5)

ktera zajisti, Ze alespgedna z rozdilovych proémnych bude nabyvat hodnoty 0. Jedn&a
se 0 podminku nelineéarni, kter& by mohla ze svéstatyl znemoznit pouZiti
simplexového algoritmu, ffpadré vicekriterialniho simplexového algoritmu. Tato
podminka v podstaturcuje, Ze jedna z dvojice pramnych r]-,‘(,rj;; musi byt vzdy
nebazicka, a tedy nabyvat hodnotu 0. Pokud tedyailjeme existenci takového
degenerovanéhieseni, kde (ﬁ)prorrénnérj;,rj; jsou bazické a alespgedna z nich
nabyva hodnoty 0.
Uvedena nelinearni podminka je i 8asti Karush-Kuhn Tuckerovy podminky-3-11)
nebo ve své modifikaci i seastilinearnino komplementarniho problér{@+6-1). Tuto
podminku je moZno zajistit kontrolou prémmych vstupujicich do nové baze.
V pripact uvazovaného modelu gastech linearniho programovani neni nutné vstupni
proménné sledovat, nelsazde situace, kdy by se é)broménnér]-,‘(,r]-;fc dostaly do baze
zarovel, nemiZze nastat. Wddomime-li si, Ze diky podminceletiho bodu (4-1-3) bude
v simplexovém algoritmu mit prafnnar;, koeficient 1, potom proErmné\rj;fc bude mit
jist¢ koeficient -1. Ostatni koeficienty v daném sloujcidou vzdy nulove, nebo
promenné r;,, 7y, se vyskytuji vzdy unikathpouze v podmince pré-ty dilici bod.

Vektory koeficient téchto pronénnych jsou opéné, jeden je -1 nasobkem druhého.
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Pokud jedna zthto proménnych bude saiasti kanonické baze, potom druha
proménna s opénym vektorem koeficiefitkanonickou bazi zarovievytvaret nemize.
Zarazenim podminek é&icich bodi (4-1-3) vznikne z modelu PWLP novy,
transformovany model p@astech linearniho programovani, ktery budeme nadale
ozna&ovat jako PWLP-B (PieceWise Linear Programming -uitary points). Tento

model je definovan nésledujicimigobem:

za podminek

Xj + Tk —rj; =kjx,j =12,..,m;k=1.2,..,p;
TRtk =0j=12.,nk=12.,p (4-1-6)
X, i Tje 2 0
kde
(Zjl(xj),xj €(0,kj;)
Zj2 (%)), %5 € (kja , Kejz)

Zj (x]-) = 4 :
Lijj(xj) € <kjpj_1,00),j =12,..,n

Uvedeny model zahrnujeipodni sadu omezeni, podminky nezapornosti pro v§ech
piitomné prominné v modelu a n@podminky rozdilovych bad Cenovy koeficient
kazdé z prornnych v souhrnnédglové funkci je vyjaten pomoci ddich lineérnich
funkci s fiznymi sngérnicemi na danych intervalech. Podminkyicich bodi neomezuji
¢i nemEni mnozinu pipustnychieSeni. Bdani rozdilovych prognnych vSak porize
v budoucich vypé&ech identifikovat, kde sefpprochazeni prostoruiipustnychreSeni
praw nachazime, a jaka je sktmé hodnota souhrnnéceélové funkce stavajiciho

reseni.
4.2 Prostor pripustnychreSeni

Prostor pipustnychiteSeni zkoumané ulohy pgstech linearniho programovani ma
ur¢ité specifické vlastnosti, a to zejménaiwadu gFitomnosti di¢ich elovych funkci.

V nasledujicim textu je popsano, jak je tuto skobst mozné vyuzit ve prodgh
algoritmickéhoreSeni ulohy.
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4.2.1 Omezeni prostoru gripustnych fesSeni

Uvazujme prostorifjpustnychieSeni tlohy dany
Ax<b

x=>0

(4-2-1)

Pro realizaci veSkerych vypih ve vlastni¢asti prace budeme uvazZovat pouze oblast
tohoto prostoru fipustnych ieSeni. Nkteré metody, najklad gradientni, totiz
umoZiuji ocitnout se v uité fazi vypd@tu mimo prostor fipustnych feSeni.
Dil¢i ucelové funkce jsou, jak bylo ukazano v obecném mod@éi1-6) definovany na
uréitych intervalech v rozmeZD; o). Pokud je vSak prostofipustnychieSeni omezen
shora (u maximalizani Ulohy) vice omezujicimi podminkami, potom je adsjici dilci
ucelovou funkci definovat né0; K;), kde
n
K; = argmax(z a;x; < b) (4-2-2)
xj
Tedy pokud je prostorifpustnychreSeni omezen shorgjakou hrantni hodnotou pro
proménnoux;, potom i hranini hodnota hradniho intervalu praZ; je touto hodnotou
uréena.
Napiklad pokud je znamo ze vSech omezeni modeld 6 a zarové hrantni hodnoty
dil¢i iceloveé funkceZ, € (0; 8), potom je vhodné omezit pravou stranu intervalu na
Z1 € (0;6). Tento krok ma své opodstain, protoze se tim fize (ale nemusi) snizit
pocet proménnych v modelu. Najiklad pokud by u téhozifkladu existoval jest
i interval Z;,,, € (8;12), potom by bylo mozné tento interval zcela opoménoeba
tyto hodnoty nevyhovuji podminog < 6. Tim by i odpadla nutnostridavat rékteré

proménné rjz/_ do modelu. Redukce modelu, thjen o 2 prominné, uz nize byt

Z hlediska prostorové vypetni slozitosti vyznamnou usporou.

Odstragni nekterych rozdilovych progmnych zlevé strany nebudeme uvaZovat.
SamozZejmeé je mozné, Ze ve skuteosti miZze byt prostor ipustnychieSeni omezen

i z levé strany tak, Ze nebude nutné uvazovat hgdiigich (telovych funkci poinaje
hodnotou 0. ProtoZze vSak v postupu uvedeném &iobdde vyuZzito simplexového
algoritmu proteSeni ulohy, neni mozné tyto hodnoty opomijet. \dgétbazické&esSeni
simplexového algoritmu ma vzdy hodnoty vSech romvadich prorsnnych x; = 0,
jsou nebazické a bazické pr&émmé jsou prordnné dophkové ¢i pomocné. V dalSich

krocich simplexového algoritmu je teprve realizovaiesun z pdatku soustavy
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souadnic do vychozihoffpustnéhareSeni (pokud existuje), které navic nemusfitvo
levou stranu tohoto intervalu. Hledani takové kackd baze, ktera duje levou stranu

intervall hodnot prominnych, by bylo ot zbytené ,vypocetné nakladne®.

4.2.2 Rozdéleni prostoru pripustnych reseni

Pritomnost ditich (elovych funkci v modelu umdhje prostor pipustnychireSeni
virtudlné rozctlit na mensi celky jako gniky mnoziny gipustnych feSeni
s vicerozmirnymi intervaly odpovidajicimi &icim bodim. Na kazdém celku Ize
definovat vlastni sir rastu (Eelovych funkci, ktery, jak bylo uvedeno v popisu
problému, neni na celém prostor stéle stejny. Zawid virtudlniho ,rastru”
viceroznérnych intervah do prostoru fipustnychieSeni ziskame novou mnozinu bod
kandidati'® na optiméalnie3eni. Tato mnozina bidshevznika bezilvodrs a untle, ale
Z davoda pridani rozdilovych prorénnychrjz/_ do modelu.

Pokud budeme uvaZovaeSeni optimalizéni ulohy pomoci &akého iterativniho
algoritmu zaloZzeného na pivotigdm pristupu, potom fidanim tchto pronénnych
také vzroste pfet vSech moznych kanonickych bazi, které je moZézt Rivodni

model po¢astech linearniho programovanaze mit i m omezenich a proménnych

(veetns  dopkikovych) nejvySe ()") kanonickych ba3f. Pridanim rozdilovych
proménnych pro celkenk délicich bodi (souhrng pro vSechny déii Ucelové funkce)

n+ 2k
m+k

Tento néiist je vSak opodstatny, protoZze dale umozni linearizaci problému, a tak

tento pdéet vzroste n ) Tento naist, jak uvidime dale, neni zanedbatelny.

| feSitelnost algoritmem, ktery je z hlediska v§pmi slozitosti finitni.
UkaZzme rozdleni prostoru fipustnychieSeni na nazornéntikladu. Mé¢jme obecnou
po ¢astech linearni funkci dvou pramnych Z(x) = Z;(xy) + Z,(x;). V tuto chvili

odhlédneme od stru optimalizace a budeme sénevat zgisobu jejiho zobrazeni

18 Pojem kandidat na optimaliéSeni vychazi z anglického terminandidate solutiora je rgkterym
piipustnymieSenim dlohy. V intencich této prace povazujemkazralidaty na optimalnieSeni zejména
ta feSeni, kterd jsou k tomugrlugena svoji polohou na konvexnim polyedru, tzn. jehcholy a také
dalSi vyznamné body, jejichz existence vychazianterodpovidajicichdicim bodim dilcich pocastech
linearnich funkci v modelu.

19 Jedna se vSak pouze o kombinatorické Mgad p@&tu bazi. Ve skuiosti vSechny tyto baze

vzniknout nemohou.
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v prostoru pipustnych ieSeni. Pro kazdou funkci definujeme 3 linearni ssgm
Zj1,Zj2, Zj3"
Zy(x1) = Z11(x1), %1 € (0; kqy)
Z1(x1) = Z12(x1), %1 € (kqq; k1)
Z1(x1) = Z13(x1), %1 € (k125 kq3)
(4-2-3)
Z5(x2) = Z31(x2), %2 € (0; kzq)
Z3(x2) = Z35(x3), %2 € (kaq; Ka2)
Z5(x2) = Z33(x3), X2 € (ka2; Ka3)
Tuto situaci potom ii¥eme znazornit ve dvoudimenzionalnim prostoru. &thgici
obrazek 4.3 ukazuje rastr dvourcgmych intervah vznikly zavedenim d&icich

a hranénich bodi do prostordeSeni pro pro#mnéx;, x,.

X2
I I I
2 e B I
I I I
I [ I
n I 0 I ! I
I [ I
I [ I
ko |= == === t—=———=-- F=————=- -
I [ I
I [ I
) 1 € 1 { 1
I [ I
I [ I
kpr|= == === it T -
I [ I
[ [ I
¢ I A [ Y I
[ [ I
I [ | x
0 ] 1 ]
k11 k12 k13

Obrazek 4.4: llustrace rozdéleni prostoru pro Z(xq, x).

Kazda z prorannych x;, x, miZe nabyvat hodnot zéitriznych interval. Z obrazku
4.3 je patrné, Ze existup? dvourozngrnych intervah, v nichz je fist obou delovych
funkci unikatni. Obech bude existovatp’ takovych vicerozgrnych intervah pro
p linearnich segmetitaj promennych. Tedy zaigdpokladu, Ze kazda z &ith funkci
Z1,Z,,..,Z; ma stejny peéet linearnich segmeint Dodejme, Ze peet linearnich

segment mize byt libovolny pro kazdou funkdl,, Z,, ..., Z;. Aby se jednalo o model
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po castech linearniho programovani, musi mit nefmguna z funkciz,,Z,, ..., Z;
alespa 2 linearni segmenty. Dale také dodejme, HeasSinterval (kj; kjx.1) nemusi
byt nutré¢ konstantni, situace na obrazku 4.4 je pouze dtisti. Jednotlivé
dvouroznérné intervaly v ilustrativnim ifkladu na obrazku 4.4 jsme ozilapostupre
a,B,v,6,8,{,n,0,. Plati, Ze
a =(0;ki1) X (0;kyq)
B = (ky1; ki2) X (05 kz1)
Y = (kiz; kiz) X (05 kzq)
6 =(0;ky1) X (ka5 k22)
€ = (ky1; kiz) X (ks kaz) (4-2-4)
§ = (kyz; ky3) X (ka5 k22)
N =(0;k11) X (kaz; ka3)
0 = (kiq; k12) X (kag; ka3)
L = (kqig; kq3) X (kay; kos)
Kazdému zdchto dvourozrirnych interval odpovida jeden fragment souhrnné
Ucelové funkce a v kazdém z nich identifikujeme utikaniru istuZ(x):
Zo(x) = Z11(x1) + Z31(x2),V(x1,x2) €
Zg(x) = Z12(x1) + Z31(x3), ¥ (x1,%2) € P
Zy(x) = Z13(x1) + Z1(x2), V(x1, %) €Y
Zs(x) = Z11(x1) + Z52(x3),V(xq,x,) €
Zo(x) = Z15(xq) + Z55(x3),V(xq,x5) E € (4-2-5)
Ze(x) = Z13(x1) + Z22(x2), Y (x1, %) €
Zp(x) = Z11(x1) + Z3(x32), V(x1,x2) €N
Zg(x) = Z15(x1) + Z33(x3), ¥V (%1, x2) € 6
Z,(x) = Z13(x1) + Z33(x3), ¥V (%1, %2) €
Vztahy (4-2-5) udavaji, Ze hodnota souhrntélavé funkce v jednotlivych intervalech
je rovna hodnat prislusného fragmentu ¢élové funkce. Tato hodnota zavisi
na realnych hodnotach prénmych x;, x,, ..., x; a tato hodnota se stanovi jako &tu
hodnot gislusnych segmentdil¢ich &elovych funkciy; Zjp; Pro odpovidajick;.
V naSem ilustrativnim ifkladu na obrazku 4.4 timto ro#dnim zaroveé vznikne
mnoZina bod, které se stanou kandidaty na optimaleseni Glohy. Bpomaime,

Ze v tuto chvili neuvazujeme v ilustrativniniikpadu existenci omezujicich podminek
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ulohy, az na podminky nezapornosti. Nové body vzmikve vSech uzlech rastru a také
jeho phse&icich s osami. Mnozina takovychto ot je definovana jako
[klll 0]1 [k12f 0]1 [k131 0],
[0' k21]1 [klll k21]' [k121 k21]1 [k13' k21]'

M = 4-2-6
[0, koo, [Knss ko], kg, kgl Ukrss koo, (4-2-6)

[0' k23]' [klli k23]' [k12' k23]) [k13' k23]
Bod paéatku soustavy sdadnic zde nepovazujme za ,nhovy“, né&bwychazi
z podminek nezapornosti v modelu jiz obsazenychto bgdy jsou v modelu p&astech
linearniho programovani (4-1-1) vzaty v potaztazanim podminky (4-1-3).
To znamenda, Ze i ¥¢hto bodech budou névexistovat pipustna bazick&esSeni.
V piipact konvexniho modelu je vSeob&cmnamo a dokazano, Ze optimaheSeni
tlohy lezi na hranici mnoZzinyifipustnéhoreSeni, tj. konvexniho polyedru. Protoze je
tato Uloha nelinearni, e mznymi kombinacemi sgmnic dikkich &elovych funkci
dojit ktomu, Ze optimum ulohy seuire nachazet i vdkterém z bod mnoziny
M (4-2-6). Samozjme za Fedpokladu, Ze jsou vybrané body mnozim§ sowasti
mnoziny gipustnéhdeseni ulohy.
Tvrzeni, Ze optimalnitedeni v fipack nekonvexni Ulohy e lezet i ,uvnif?®
mnoziny gipustnychieSeni a nikoliv jen na jeji hranici je idbdniné. U konvexni
tlohy predpokladame iedvidatelny st (pokles) delové funkce na celém jejim
definicnim oboru, proto se i jeji optimalni hodnoty vZzdydbu nalézat na hranici
prostoru pipustnychieSeni. Redstavime-li si, Ze se &kterém okamziku hledani
optimalnihoteSeni nalézame ,uviiit prostoru gipustnéhoieSeni,potom zcela jist
existuje @jaka lepsi hodnotadelové funkce na hranici tohoto prostoru, a to versm
riastu (klesani) éelové funkce dané jeji mici?.
U nekonvexni telové funkce toto neplati, nebonize existovat takovy segment dil
Ucelové funkce, ktery prav,uvniti mnoziny gipustnychieSeni zlepSuje jeji hodnotu
vice oproti hranicim prostoruripustnychieSeni. Zde je evidentni Uskali optimalizace
s nekonvexni &elovou funkci, ktera fize v libovolnych intervalech sveho detiniho
oboru nénit chovani z hlediska své gmice. To nizeme ilustrovat na nasledujicim
obrazku 4.5:

20 takovém bod, kdy Zadna z omezujicich podminek neni &mdnjako rovnice.
2! Toto tvrzeni je platné tehdy, je-li prostoréegeni konvexni polyedr. ¥¢Sené (loze je prostéeseni

konvexni, jelikoz je ufen pouze omezenimi linearniho charakteru.
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Obrazek 4.5: Existence optimalniho feSeni nekonvexni tlohy.

V tomto obrazku (4.5) je nav ptidana mnozina ipustnych reSeni vychazejici
z omezujicich podminek Uulohy. Tato mnoZina je zdgadiena nepravidelnym

Sestidhelnikem. Na obrazku vidime, Ze vicer&zmp interval ¢ je do mnoZziny

piipustnychieSeni zcela vrien. V @ipad, Ze by hodnota delové funkce v tomto

intervalu Z(x) = Z;,(x1) + Z,,(x,) byla p@iznivgjSi nez v ostatnich intervalech,
je mozne, Ze optimalitésSeni bude lezet wkterém z vrchal intervalue.

Pokud bychom fidali navic mnoZinu fipustnych feSeni danou omezujicimi
podminkami ulohy, kterou jsme u ilustrativnihéikgladu na obrazku (4.4) doposud
zanedbavali, potom by novymi kandidaty na optim#&seni byly i vSechny body, které
vzniknou jako piisetiky rastru s hranici mnozinyfipustnychieSeni Ulohy. Situaci

je zobrazena na obrazku 4.6.
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Obrazek 4.6: Priseciky rastru s mnoZinou pfipustnych feseni.

Zde vidime, Ze pgmikem rastru s mnozinoufipustnychieSeni ziskame 8 novych
vyznamnych botl — kandidat na optimalnieSeni. Pro tentoffpad je tedy celkay
e 6 vrcholi pavodni mnoziny pipustnychieSeni — ty jsou dené mvodnimi
omezujicimi podminkami Ulohy,
* 8 pris&iki mnoziny gipustnychieSeni srastrem — tyto body jsoucarré
pifidanim podminek&icich bodi do modelu,
e 4 vrcholy vicerozrérného intervalus — tyto body jsou rowE urcené gidanim
podminek dlicich bodi do modelu. Nejedna se sice aigiky s omezujicimi
podminkami, ale je nutné je také uvazovat, projsde do mnoziny fpustnych

feseni viozensy.

Uloha méa celkem 18 kandidéha optimalniteSeni. N&ist pa&tu moznosti rize byt

znany, v tomto pipact o 200%, picemz se jedna ,pouze” o ulohu dvou rozhodovacich

22 \/rcholy vicerozrarnych interval nelze dle tohoto zobrazeni povaZovat za vrcholpvkaniho
polyedru ulohy. Zavedeme-li vSak do modelu podmimgicich bodi, potom s kazdou fanou
podminkou dliciho bodu vzroste dimenzeSené ulohy o jedna. Prémmé rozdilovych baiitedy mohou
taktéz tvdit baze ieSeni Ulohy, a proto se z tohoto pohledu jedna amoly konvexniho polyedru
(rozSiené ulohy).
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proménnych a Sesti omezujicich podminek. iamaitu kandidat na optimalnireSeni
je zn&né¢ variabilni a pimo zavisi na p&u linearnich segmeikazdé z dikich funkci
souhrnné p@astech linearni funkce a nagho promeénnych modelu.

Pro zobeceéni dodejme, Ze tento ilustrativnfiklad |ze roz§it i pro n-dimenzionalni
zobrazeni, kde uz re&@melze hovét o rastru” ve smyslu rfizky, nebd ten je vn-D

tvoren nikoliv pologimkami, ale nadrovinami.

4.3 Hledani optimalniho FeSeni ulohy

Nyni jiz mame nadefinovany prostofipustnychieSeni ulohy paastech linearniho
programovani i se vSemi jeho specifiky. Tato splezicp@ivaji zejména v zavedeni
delicich bodi do modeluimz dojde k navySeni ptu kandidal na optimalnireSeni
tlohy. DalSi fazi je nalezeni &gobu, kterym by bylo tyto kandidaty vhodné zkoumat.
V piipact iterativnich algoritni jako je simplexovy algoritmus hokicme o postupném
prochazeni jednotlivych kandidaha optimalnireSeni a generovani posloupnostitiod
z nichz ve findle zvolime na zakkaghorovnani hodnot daelovych funkci kandidata,
ktery ma optimalni hodnotucélové funkce. Rpomaime, Ze se nemusi jednat o jediné
ieSeni, aleéchto reSeni nize byt vice, fipadré téZ totoieSeni v nefiznivém gipac
nemusi existovatibec.
Pokud by se jednalo o konvexni typ dlohy, nebylgpbychazeni prostoruripustnych
feSeni problematické. S vyuzitingkterého iterativnino (simplexového, gradientniho)
algoritmu bychom postupovali ve gm ristu (telové funkce fes jednotlivé kandidaty
na optimum, az bychom se dobrali nejlepSi hodnogjavé funkce v ékterém z nich —
optimalniho reSeni. Zde je iezité podotknout, Ze uéthto typi Uloh neni iteba
se v postupu nd&fE mnozinou pipustnychieSeni vracet, ani neni nutné postupviv
do vice sniru, jelikoZ je smdr postupu jednozriay.
U nekonvexni uUlohy narazime na dva problémy, saijei nutné se ip postupu
prostorem fipustnych teSeni vyptadat. Kdybychom naeSeni nekonvexni ulohy
aplikovali stejny postup jako u konvexni dlohy, nmby dojit ke déma nezadoucim
situacim:
,Optimalni* feSeni bylo nalezeno, ovSem sku& optimalnifeSeni jsme ip
prochazeni prostoruripustnychieSeni ,minuli‘.
e ,Optimalni* feSeni bylo nalezeno. Cesta dale indikuje zhorSovéminoty

Ucelové funkce. Skutmé optimalniieSeni vSak skute¢ lezi rekde déle
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za nalezenym ,optimalnimteSenim, protoZze hodnota nekonvexrelavé

funkce se zéne ot zlepSovat.

Jak ukazuje Houska (2002), aplikaci algoritmu f@®eni patastech linearni konvexni
tlohy na jeji nekonvexniifpad se k optimalnimieSeni nedostanemeti Rlosazeni
n¢kterého nekonvexniho zlomu d&il po ¢astech linearni funkce ébem vypdtu

je algoritmus ukogen, protoze se ukazuje, Ze hodnateldvé funkce mize neomezen
rast. To se vSakdle pouze zdanl® neba ve skuténosti optimalnikeSeni ulohy rize
existovat. Ve skutmosti jen v simplexovém algoritmu dojde k tomu, ri@ni mozné
vybrat prongnnou, ktera v dalSim kroku opusti stavajici bazité®eni. Simplexovy
algoritmus si ve své modifikaci pro géastech linearni konvexni model s nekonvexnosti
nedokaze poradit.

Abychom se vypiadali s problémy nekonvexnostialové funkce je pdeba k postupu
nagic¢ prostorem fipustnychieSeni postupovat jinym épobem tak, aby nebylo mozné

optimalniteSeni minout, anebo jej nedosahnout.

4.3.1 Kombinatorické feSeni

U Uloh s malym p&em proménnych a omezujicich podminek je mozné nekonvexni
problém vyesit pongrné trivialnim zpisobem. Jsme-li schopni prosi@Seni rozum#
graficky zobrazit ¢ili pro G¢elovou funkci nejvysSeréch rozhodovacich praimnych),
potom jsme také schopni identifikovat vSechny mokagédidaty na optimalnieSeni.
Pro kazdého z nich je moznéciirptislusnou hodnotu &@lové funkce podle toho,
ve kterém vicerozsiném intervalu se nachazi. Zname-li mnozinu vsegpuptnych
bazickychteSeni, potom snadno jako optimalni vyberemeéeteni, v Bmz nabyva
Ucelova funkce svého maxima (minima). Timtodagpbem neni mozné 2Zadné
z piipustnych bazickycheSeni opomenout, protoze se nejednat@hwd prostorem
piipustnychreSeni iterativnim zjsobem.

Toto je kombinatoricky fistup kieSeni, ktery je samigme pro ulohy ¥tSich rozndra
siln¢ neefektivni. Navic pro ulohy #-D pron > 3 neni snadné tit vSechny mozné
kandidaty na optimalnieSeni jednoduchym #apobem. Museli bychom nalézt vSechny
priniky délicich nadrovin a k tomu i vrcholy vznikl&iganim podminek dicich bodi

do souboru omezujicich podminek. Nalezeni mnozioiitd bodi je velmi nargéné

na rini vypaiet a steja tak nar@né i s vyuzitim vypdetni techniky v fipad n > 3.
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4.3.2 Rozdéleni na sub-ulohy

Komplexni Ulohu je moZné rozloZit nacité mnoZstvi sub-tloh. Potom by bylo nutné
nalézt optimalnifeSeni vSechéthto sub-Uloh a tataeSeni navzajem porovnat.
Za optimalni bychom povazovali tgeSeni, ktera by vykazovala nejlepSi hodnotu
Ucelové funkce. K rozéleni na sub-ulohy Ize vyuZit hlediskalidich bodi popsanych
v kapitole 4.2.2. Ma-li dloha pro kazdou dilicelovou funkciZ,,Z,,...,Z; prak
p dlicich bodi veéetrg hraninich bodi, potom existuje pravp? — 2p + 1 sub-Uloh,
které je pateba samostagnvyiesSit pro nalezeni optimalninesSeni. Kazda sub-uloha
odpovida jednomu vicerozmému intervalu neboli jedné oblasti rastru, vizéaek
4.3. Kazda sub-uloha je samostatnou optimatizallohou, u niz hledame optimalni
ieSeni vzdy podle jednoho odpovidajiciho fragmeatinsiné delové funkce.
Obecna formulace sub-ulohy je

MaximalizujteZy,_ p, .n, (%)

za podminek

n
Z al-jx]- < bi,i
j=1

x]- < kjh]-'j = 1,2, e, NG h] = 1,2, ,p]

I
!—k
N
—.

I
:—\
N

S

(4-3-1)

Xj = kjh]._l,j =12,..,n; hy=12,..,p;
x>0

Sub-uloha sestava fiyodnich omezujicich podminek ulohy, podminek nemégxsii

ieSeni a nay jsou zde pidany omezeni &icimi body kjhj_l, kjhj zleva i zprava.
Prostor pipustnychieSeni je tak omezen pouze n&tery vicerozmirny interval

(Kjn;—1; Kjn,)-

VyieSeni vSeclp? — 2p + 1 sub-uloh linearniho programovani je z hlediskao&gni

sloZitosti taktéZéaso¥ i prostoro¥ ,nakladné®, pesto vSak efektiw)Si nezieSeni
kombinatorické. V fipad rozcleni na sub-ulohy totiz neni nuétrpotreba zkoumat
veSkeré kandidaty na optimaliéSeni. V kazdé sub-Uloze &mjeme jednoznmé

k jejimu optimélnimureSeni, protoZe se jedna o linearni ulohu. Na drdti@nu je na
pocatku kazdé takové sub-uUlohkeba nejprve naléztékterou gripustnou kanonickou
bazi. Tento proces zavisi na charakteru omezujdciminek Ulohy a vifpact vétSino

poétu omezujicich podminek typdx > b muze byt znané zdlouhavy. | v pipad,
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Ze v mivodnich omezujicich podminkach neni podminka tolypa zastoupena, bude

mit tlohan podminek

Xj = kjh]._l,j =12,..,n;hj =12,..,p; (4-3-2)
Jednd se o tutéz sadu podminek jako v (4-3-1).
Kazda sub-Uloha je sama o 8oboptimaliz&ni ulohou, takZze v porovnani

s kombinatorickynieSenim zde dochazi k jisté uspeypaetnich prosedka.

4.3.3 Rozlozeni &elové funkce na fragmenty

Kombinatoricky gistup i dleni Ulohy na sub-ulohy se nejevi byt efektivnirtisfupy
k feSeni optimalizenich Uloh s nekonvexni p&astech linearni souhrnnowelovou
funkci. Prvni pistupieSi problémhrubou silou Tento @istup je vSeobeentim nejmés
efektivnim v oblasti algoritmizace. Také druhiisup ma své nevyhody, které jsou
zmirény v oddile (4.3.2). V nasledujicim textu budéedstaven odliSny ifstup
k hledani optimalnihéeSeni této ulohy.

V modelu s nekonvexni pdastech linearni souhrnnowelovou funkci pistupujeme
k této funkci utitym specifickym zfisobem, jak je podrokrpopsano v oddile (4.2.2).
Souhrnna &elova funkce Z sestava ze sotun dilcich &elovych funkci.
Kazda (resp. alespdgedna) z &chto funkcizy, Z,, ..., Z,, m& pocéastech linearni gbeh

a jak bylo popsano v kapitole 4.2.2, na zaklginotlivych linearnich segmentéchto
funkci je mozné rozit prostor nap? — 2p + 1 viceroznérnych interval. V kazdém
Z &chto vicerozrarnych intervah rosteci klesa diti Uc¢elova funkce jinou rychlosti.
To Ize také chapat tak, Zze v kazdéndchto intervah smeétujeme k optimalnimuesSeni
raiznym tempemPokud budeme na miru fistu fragmenta souhrnné Eelové funkce
pro jednotlivé vicerozmérné intervaly nahlizet jako na kritérium postupu

k optimalnimu FeSeni, potom niZzeme i na celou Ulohu nahlizet jako
na vicekriterialni optimalizaéni problém. ReSeni fivodniho modelu s p&astech
linearni &elovou funkci je jednim z nedominovanytdseni, nehd nejlepSi hodnota
Ucelové funkce je jist nejlepSi hodnotou daného segmentu funkce a tenyidee byt
dominovana.

V takovém pripadé je pak kazdy fragment souhrnné wéelové funkce rozs&ten
na celou mnozinu Fipustnych ieSeni.

Na zéklad téchto edpoklad definujeme findlni podobu matematického modelu,

na rtmz budou demonstrovany dale navrhované postupy.eMuaazveme Model s po
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¢astech linearnidelovou funkci jako model vicekriterialniho progrardoi a oznéime
jej zkratkou PWLP-MC (PieceWise Linear ProgrammindMultiple Criteria). Tento
model vychazi z modelu PWLP-B (4-1-6). Model PWLIEG & definovan nasledujicim

zpiasobem:

Zl,l,...,l
MaximalizujteZ(x) = | Znyn,,.. 10

Zpl'pZ!""pn

za podminek (4-3-3)

Xj + Tk —rj; =kjx,j=12,...,m;k=12,..,p;
Ttk = 0,j = 1,2,..,mk =12,..,p;
Xj, T Tk 2 0
kdeZ, ; ; je fragment souhrnn&élové funkce odpovidajici prvnimu vicercamemu
intervalu, ktery je ufen pro kazdou pro&mnou intervalem(0; kj;). Zy pn, .n, i€
fragment souhrnnécélové funkce odpovidajici jednotlivym vicerogzmym intervatim
(k]-hj_l;kjhj),Vj =12,...,n. AZ Z, p, .p, 1€ fragment souhrnnécélové funkce
odpovidajici poslednimu viceroEmému intervalu, ktery je ten pro kazdou

proménnou intervalen(kjpj_l; K;), kdekK; je hodnota dle (4-2-2).

4.4 ReSeni problému s vyuzitim vicekriterialniho simplesvého algoritmu

Reseni vicekriterialnich optimalizaich probléni je popsano v oddile (3.3) a jsou zde
zmirgny ¢tyii pristupy kieSeni &chto uloh. Metodagregace delovych funkcje pro
feSeni této ulohy nevhodna, nébweprochazi vSechna nedominovaedeni ulohy.
Metoda parcialni optimalizacezase nezatwje, Zze bude nalezeno optimalfd@Seni

z hlediska vSech kritérii. VyuzZiti této metody pireSeni nasi dlohy by znamenalo
optimalizovat na celém prostorieSeni s vyuzitim pouze jedné&elové funkce.
Individualni telové funkce jsou vSak definovany pouze né&té&m vicerozmirném
intervalu a neexistuji na celém prostortippstnychieSeni. Tato Uloha by nedavala
smysl. VyuZzitimetody NISEe pro tento fipad taktéZ neadekvatni, protoZe tato metoda
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poskytuje pouze aproximovaméSeni. Nasim cilem je naléeSeni pesné — optimalni.
Cilové programovani neni pro tenttigad vhodné, nelvoneni jasné, jakym Zigobem
nastavit cile tak, aby nebyly poruseny parametmopni tlohy.

Posledni z popsanych metod jeicekriterialni simplexovy algoritmus Tento
algoritmus najde vSechna nedominovanaeSeni vicekriterialni alohy. V feSené
Uloze s pocéstech linearni delovou funkci je mnoZina vSech kanditl&ta optimalni
feSeni podmnozZinou mnoziny vSech nedominovanyctckya feSeni. MnoZzina vSech
kandidaf jiz byla popsana v (4.2.2). Buderfesit tlohu PWLP-MC dle (4-3-3). Pokud
nalezneme v3echna nedominovdegeni Ulohy, potom jistnekteré z &chto ieSeni je

také optimélninfeSenim ulohy PWLP.

4.5 llustrativni tloha hledani optimalniho feSeni (I) — Monotonni Fipad

V této kapitole budeiedstavendeSeni komplexni optimalizai ulohy s nekonvexni po
¢astech linearni funkci. Pro zvolenou ulohu budespapgevod na rozgény model
tlohy, pevod roz&eného modelu ulohy do kanonické formy, jeho zaps d
modifikované simplexové tabulky a jednotlivé krokgSeni vedouci k nalezeni
optimalnihofeSeni.
Je zadana uloha
maximalizujteZ (x) = Z,(x;) + Z,(x,)
za podminek
X1 =6
x1 <23
X, =8
X, < 26
X1, %X =0
kde (4-5-1)
Z1(x;) = x1,%x, €(0,10)
Zy(x1) = 0,5x; + 5,x; € (10,20)
Zi(xy) = 2x; — 25,x; € (20,30)
Z,(x,) = 2x5,x, € (0,10)
Z,(x3) = x5, +10,x, € (10,20)
Z,(x,) = 3x, — 30,x, € (20,30)
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Volba vSech koeficiefiit lohy neni ndhodné. VSechny koeficienty byly zngldak,
aby uloha byla pré@ten&e dostatéen¢ pochopitelna, aby bylochem vypd@tu paiitano
pievazre s celymi ¢isly a také aby bylo mozné ukazat silné a slabénky

aplikovaného algoritmu na tuto konkrétni alohu.

4.5.1 Prostor reSeni ulohy

Pro lepSi pedstavu mZeme nejprve ukazat, jak vypadajicdipo castech linearni
ucelové funkce pro kazdou z prémmychx,, x,. Na obrazku 4.7 je fibéh obou ditich

po ¢astech linearnich funkci.

Z1 ZZ

Z, = f(x2)
2= f(x)]

20 30 40 50

20 30 40 xl 50 ] X2

Obrazek 4.7: Priibéh ucelovych funkci Z(x1) a Z,(x3), (vytvoreno v DGC).

Okx tyto diki U¢elové funkce zde maji 3 linearni segmenty, jejishi#rnice jsou ézné

v zavislosti na hodndtx; ax,. Oks funkce jsou, jak uz je patrné z obrazku, nekonvexn
a zarové spojité a rostouci.

V oddile (4.2.2) bylo ukadzano, Ze na zaklgednotlivych linearnich segmeéntil¢ich
Ucelovych funkci Ize rozdit prostorieSeni na Wity pocet vicerozmirnych intervad.
Toto rozdleni je zobrazeno na obrazku 4.8.
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Obrazek 4.8. Rozdéleni prostoru pfipustnych feseni na vicerozmérné intervaly.

Tyto intervaly ozn&me ogt a,f,v,9,¢,{,n,0,t, aby bylo snazsi se n& ndkazovat
béhem vypdtu. V kazdém z nich lIze identifikovat unikatni midstu (Eeloveé funkce
pro ol& promennéx,, x,. Dostaneme nasledujici fragmentglove funkce:
Za(Xx) = x1 + 2%,V (x4, %) E@
Zg(x) = 0,5x1 + 2x, + 5,V(x1,x;) € B
Z,(x) = 2x1 + 2x, — 25,Y(x, %) €Y
Zs(x) =x1 + x5, +10,V(x1,x,) €S
Z.(x) =0,5x; + x, +15,V(x1,x,) €E € (4-5-2)
Ze(x) = 2%+ x — 15,V (xq, %) €
Zp(x) = x1 +3x; —30,V(x1,x;) €7
Zg(x) = 0,5x1 + 3x, — 25,V(xq,x,) €0
Z,(x) = 2x; + 3x, — 55,V (x1,%;) €t
Dale do téhoz schématu zavedeme omezujici podmimkyy etre vSech
vyznamnych bodl tlohy — kandidat na optimélnifeSeni. MnoZinaéthto kandidat
je popsana v oddile (4.2.2). Situace je zobrazanaésledujicim obrazku (4.9):
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Obrazek 4.9: Mnozina kandidat na optimalni feseni.

Mnozina vSech fipustnych ifeSeni neni vySrafovana #awbdu @Fehlednosti.
Tato mnozina se nachazi ,uufiia na hranicich navpiidaného obdélniku s vrcholy
[6,8],[23,8],[23,26],[6,26] do schématu.
Existuje celkem 16 kandidatna optimalnifeSeni. Kandidaty Ize ro#it do tii
podskupin:
» Vrcholy mnoziny pipustnychieSeni dané omezujicimi podminkami ulohy. Tyto
vrcholy jsou 4.
e Uzly rastru. Tyto uzly jsou také 4 a na obrdzku jedna o vrcholy
vicerozngrného intervalie.
» Priseiky rastru vicerozrrnych interval s mnozZinou fipustnych feSeni.
Téchto bod: vznikne 8.

V této Uloze tedy fibude 12 novych potenciélnich optimalniiseni oproti fipadu,
kdy by (elové funkce mda linearni charakter. Tento &t neni elegantn
zobecnitelny, neltbzavisi na tvaru mnozinyfpustnychreSeni stejé jako na struktie

rastru.
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4.5.2 Modifikace ulohy a prevod do kanonického tvaru

Pro (ely linearizace ulohyijdame k fivodni tloze podminkydicich bod dle
(4-1-3):
X, +r;—rh =10
X+ 1 —rh =20 (4-5.3)
Xy + 15, — 157 =10
Xy + 155 — 155 = 20
a tuto ulohu pevedeme do kanonického tvardéid@nim dophkovych a pomocnych
promennych. Oznéme dophkovou prongnnoud; a pomocnou prosmnoup;. Potom je
kanonicky tvar ulohy nasledujici:
MaximalizujteZ(x) = (Z,(x) ... Z,(x))T
za podminek
x;—dy+p; =6
x, +d, =23
X, —d3+p, =8
X, +d, =26
X, +r;—rh =10
X, +r—rh =20
Xy + 15, — 157 =10
Xy + 155 — 155 = 20
X1,%2 20 (4-5-4)
kde
Zo(x) = x1 + 2x, — 10p; — 10p,, V(xq,x,) € a
Zg(x) = 0,5x; + 2x, + 5 — 10p; — 10p,, V(x1,X3) €
Zy,(x) = 2x; + 2x, — 25— 10p; — 10p,, V(xq, %) €Y
Zs(x) =x1 +x, +10 — 10p; — 10p,, V(x1,%x,) €S
Z.(x) =0,5x; + x, + 15 — 10p; — 10p,, V(x1,%,) € €
Ze(x) = 2x1 + x, — 15 — 10p; — 10p,, V(x1,x3) € ¢
Zp(x) = x1 +3x; — 30 — 10p; — 10p,, V(x1,x2) €7
Zg(x) =0,5x; + 3x, — 25 — 10p; — 10p,, V(x1,x,) €O
Z,(x) = 2x1 + 3x, — 55 —10p; — 10p,, V(xq,x,) €t
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K podminkam dlicich bodi jiz neni teba pidavat dophkové ani pomocné pronné,

neba’ rozdilove prorannér;, samy o sobvytvéi kanonickou bazi.

4.5.3 Zapis modelu do modifikované simplexoveé tabulky

Pro aplikace vicekriterialniho simplexového alguirit pro feSeni nekonvexni ulohy
vytvoiime specialni modifikovanou tabulku nasledujicillstury (T4.2). K této tabulce

je pripojena i legenda (T4.1).

Intervaly Jednotlivé vicerozsmné intervalye, 8,v,98,¢,{,1, 6, ...

Cenoveé
koeficienty Cenoveé koeficienty pro kazdy viceroamy intervala, 8,y,98,¢,(,1n,0, ...
dileich UF

cB Sloupec cen bazickych prémych
xB Béze simplexoveé tabulky
Nazvy ) . )
. Vyéet vdech progmnych modelu

promegnnych
Koeficienty A Levostranné koeficienty matice soustadsy < b

b Vektor pravych stran soustavix < b

Q Sloupec hodnot testuipustnosti baze

Stinove ceny o o .
Stinové ceny pro kazdy vicerogmy intervale, 8,v,6,¢,{,1n,0,t...

dileich UF
Z(x)-c .heprave” hodnoty &elovych funkci (bez konstantni¢keni)
2(%) Skute&né hodnoty gelovych funkci v jednotlivych vicerozimych
X

intervalech

Tabulka T4.1: Charakteristika ¢asti modifikované simplexové tabulky.

Nasleduje vychozi modifikovana simplexové tabulReo (Eely této ulohy se omezime
pouze na stiné pojmenovansimplexova tabulkaV tabulkach se také omezime na
zjednodusenou notaci indeypromennych a nebudeme pouzivat dolni a horni indexaci
proménnych. Zavedeme pro vSechny simplexové tabulky knn'vnotacex{ = xij .
Prikladem budiZ rozdilovA prafmna rf;, kterou uvedenym Zgobem budeme

oznaovat jakorll + .
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Cenové koeficienty dil¢ich ucelovych funkci

< — 0 < = 0O ~+ 5 —

cB xB Ndazvy proménnych b | Q
B
C a f . Pravé IeStt
eny , Koe |C|enty A strany p:s:t?
e
|
X
r Stinové ceny diléich ucelovych funkci Z(X)-c| Z(x)
|
y

Tabulka T4.2: Obecna struktura modifikované simplexové tabulky.
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4.5.4 Posloupnost kroki algoritmu

Nyni zapiSeme model v kanonickém tvaru do prvnpsesové tabulky. Dale sgteme
test optima pro kazdou dil t¢elovou funkci a také testipustnosti Ulohy. Vychozi
simplexova tabulka je zobrazena v tabulce T4.3. &uiwvany popis postupu nasleduje

ihned za tabulkou.

alfa 1 2 -10 -10
beta 05 2 -10 -10
gama 2 2 -10 -10
delta 1 1 -10 -10
epsilon] 0,5 1 -10 -10
zeta 2 1 -10 -10
eta 1 3 -10 -10
theta | 0,5 3 -10 -10
iota 2 3 -10 -10
cB xB x1  x2 rll- rl1l+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ d1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
-10  pl 1 -1 1 6 6
0 d2 1 1 23 | 23
-100  p2 1 -1 1] 8 -
0 d4 1 1 26 -
0 rll- 1 1 -1 10 | 10
0 r12- 1 1 -1 20 | 20
0 r21- 1 1 -1 10 -
0 r22- 1 1 -1 20 -
alfa -11 -12 0 0 0O o 0 0 o 0O 10 O0 10 0 0 0]-140]-140
beta -10,5 -12 0 0 0 o 0 0 o0 0O 10 0 10 0 0 0]-140]-135
gama -12 -12 0 0 0 o 0 0 o0 0 10 0 10 0 0 0]-140]-165
delta -11 -11 0 0 0 o 0 0 o 0O 10 0 10 0 0 0]-140/-130
epsilon ]-10,5 -11 0 0 0 O 0 0O o 0O 10 0 10 0 0 @ 0]-140]-125
zeta -12 -11 0 0 0 o 0 0 o0 0O 10 0 10 0 0 @ 0]-140]-155
eta -11 -13 0 0 0 o 0 0 o0 0O 10 0 10 0 0 0]-140(-170
theta -10,5 -13 0 0 0 o 0 0O o 0O 10 0 10 0 0 0]-140]-165
iota -12 -13 0 0 0 O 0 0 O 0 10 0 10 0 0 0]-140]-195

Tabulka T4.3: llustrativni uloha (1), krok (1).

Ur¢ime bazické prognné dle jednotkovych vektdma jejich ceny z hornfasti tabulky.
Ceny dophkovych a pomocnych prainnych jsou pro vSechnyélové funkce stejné.
Vypocitame stinové ceny pro vSechny segmenty obvyklezgiec;. Stinové ceny
bazickych promdannych nabyvaji ve vSech intervalech hodnoty 0. dedse

0 maximaliz&ni Ulohu, proto soustdime nas z4jem na sloupce stinovych cen, v nichz
se nachazi alespgedna zaporna hodnota. V tomttigac se jedna pouze o sloupce

proménnychx, ax,. Vychozi bazick&eSeni neniifpustné, protoze jsou jeho s@sti
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dvé pomocné prornné. Z toho dvodu je v tento moment beumétné interpretovat
hodnoty @elovych funkci v jednotlivych intervalech.
Nasleduje volba pro#mné vstupujici do baze. V Gvahéigadaji sloupce proémnych

x, ax,. Porovnanim hodnot v obou sloupcich zjistime,yfe sloupce jsou vzajenin

!

nedominované, jelikoz neplati, Zg; > x;;23. Neni proto jednozraé, ktery sloupec
zvolit jako klicovy. Z teoretického popisu vicekriterialniho simggeého algoritmu
je zndmo, Ze je pi#ba pro¥iit obé moznosti. V tomto fipact se pro¥rovanim obou
moznosti neni pé¢ba zabyvat, jak uvidime déle.

Definujme d¥ nové pravidla pro volbu Kového sloupce:

» Jako kltovy sloupec neni volen takovy sloupec, jehoZz pmuma vystoupila
z baze v pedchozim kroku. Tato volba by totiz vedla k fakéoku navratu
k predchozimu bazickémieSeni.

» V pripact existence vice neZz jednoho nedominovanétgeni je siceitba
prowiit vSechna tatdeSeni, je vSakieba zvolit takovéeSeni, kterym zaeme.
Zavedeme konvenci lexikografickéhaisiupif* k volbé klicového sloupce,
tzn. volime kléovy sloupec prvni zleva, ktery gplie predchozi pravidlo.

Dodejme, Ze totéZ pravidlo budeme ujdtatat i pro nejednoziiaost vylkEru klicového

faddku. Tento postup volime s ohledem na fakt, Zéipag navrzeného algoritmu
je treba prowiovat veSkeré moznosti. Jde tedy jen o to zvolit msg u niz
prowtovani zapdneme, a pokrélé metody vykru®® zde nemaji opodstani.

Zvolime tedy sloupec prainnéx; jako klicovy. Vypaiteme hodnoty testuripustnosti
obvyklym zpisobem jakg{b—. Z podili prox; > 0 zvolime minimalni podil, a proto jako
1

klicovy radek volimeiadek prominné p;. Pronénnd x; nahradi pronnou p,

v nasledujici bazi. Tato zma je v prvnim kroku obdobnych udloh obvykla a Zadou
a vyjaduje presun smrem k mnozig pripustnychieSeni, pokud je tato mnoZina
neprazdna. V tabulce jsou édvé sloupce &adky podbarveny.

Nasleduje dalsi krok, viz tabulka T4.4.

2 Oste wtsi alespa pro jednoi
24 Nekdy se také tato volba nazyva jaRtandovo pravidlo

25 Jako napiklad perturbace pravych stran tabulky.
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cB xB x1  x2 rll- rll+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ dl1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
x1 1 0 O 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 6 -
d2 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 1 1 00 -1 0| 17 -
p2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 O 1 8 8
d4 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0O 01 O 0| 26| 26
rii- 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 1 0O 0 0 -1 O] 4 -
ri2- 0 0O O 0 1 -1 0 0 0 0 1 0O 0 0 -1 0] 14 -
r21- 0 1 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0O 0 0 O 0| 10 ] 10
r22- 0 1 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 O 0] 20| 20

alfa 0 -12 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 10 0 11 O -741-74
beta 0 -12 0 0 0 0 0 0 0 0O -05 0 10 0 105 O] -77|-72
gama 0 -12 0 0 0 0 0 0 0 0 -2 0 10 0 12 O -68]-93
delta 0O -11 O 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 10 0 11 O -74]-64
epsilon 0O -11 0 0 0 0 0 0 0 0O -05 0 10 0 105 O] -77|-62
zeta 0O -11 0 0 0 0 0 0 0 0 -2 0 10 0 12 O -68]-83
eta 0O -13 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 10 0 11 0] -741-104
theta 0 -13 0 0 0 0 0 0 0 0O -05 0 10 0 10,5 O] -771-102
iota 0 -13 0 0 0 0 0 0 0 0 -2 0 10 0 12 O] -681]-123

Novou tabulku ziskame s vyuzitim Jordanovy eliniimianetody. V této tabulce je stale

Tabulka T4.4: llustrativni uloha (1), krok (Il).

feSeni neppustné diky fitomnostip,. V dalSich krocich uz neni moznéispupovat

k vypoctu stinovych cen dle obvyklehg — ¢;, pro kazdy segmentcalové funkce

by musel byt vtabulce jiny sloupec. Proto vimme stinové ceny pro vSechny

vicerozngrné intervaly pomoci Jordanovy eliminace kriteriédhn‘adka.

Stinové ceny identifikuji aft dvé moznosti vykru klicového sloupce. V tomtoripads

sloupecx, vSemi hodnotami dominuje sloupég, a proto volime jednoziie€ sloupec

x, jako klicovy. Ten dle testuffpustnosti vysida v bazi pronnoup,. Realizujeme

piepaiet a ziskavame wdtim kroku tabulku T4.5.
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cB xB x1  x2 rll- rll+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ dl1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
x1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 -
d2 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 1 1 00 -1 o0} 17] 17
x2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 O 1 8 -
d4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 1 1 0 -1] 18 -
rii- 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 1 0O 0 0 -1 O] 4 4
ri2- 0 0 O 0 1 -1 0 0 0 0 1 0O 0 0O -1 O] 14| 14
r21- 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 o 1 0 0 -1 2 -
r22- 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0O 1 0 0 -1] 12 -
alfa 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 -2 0 11 12| 22| 22
beta 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 05 0 -2 0 10,5 12| 19| 24
gama 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 -2 0 -2 0 12 12| 28 3
delta 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 -1 0 11 11] 14| 24
epsilon 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 05 0O -1 0 105 11] 111 26
zeta 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 -2 0 -1 0 12 11| 20 5
eta 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 -3 0 11 13| 30
theta 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o 05 0 -3 0 10,5 13| 27 2
iota 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 -2 0 -3 0 12 13| 36| -19

Tabulka T4.5: llustrativni uloha (1), krok (1ll).

V tabulce ¢islo i je jiz mozné hoviit o pripustnémieSeni. Pomocné pramnée
se nenachazi v bazi, pravé strany rovnic jsou idadieSeni je Hpustné. Jelikoz se
jedna o pipustnéreSeni, Mizeme také geometricky identifikovat realnou polobloioto
feSeni v prostorieSeni. Dle hodnot rozhodovacich pgwmych x, a x, lezi stavajici
teSeni v bod [6,8]. Cten& snadno ufi geometrickou polohu tohoto bodu snadno
ze schématu 4.8. Hodnot&elové funkce v tomto baéde Z(x) = x; + 2x, = 22. Tuto
hodnotu neni nutné dogitavat ring, ale nalezneme ji ve sloupci vpravo doléagku
viceroznérného intervalu alfa, vémz se pra¥ toto feSeni pozin¢ naléza. Kompletni
ilustrace postupu prostorentipustnychieSeni je zobrazena az po nalezeni optiméalniho
feSeni Ulohy na obrazku 4.9. Na tomidppstném bazickérreSeni bude i minfédre
piedstavena interpretace hodnot vSech gromich proc¢ten&ovu budouci orientaci

VvV postupureseni.
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va

Proménna| Hodnota| Interpretace

X1 6 Souadnice bazickéhteSeni na horizontalni ose

Xy 8 Souadnice bazickéhteSeni na vertikalni ose

- 4 Vzdalenost od éiciho bodu® ky; zleva je 4 (tj. rozdil hodnd
10 a 6)

L+ 0 Vzdalenost od éiciho boduk,, zprava. ProtoZe tent@liti bod

H (hodnota 10) jestnebyl gekraten, vzdalenost je O

- " Vzdalenost od &iciho bodu k;, zleva. K bodux; = 20 je
vzdéalenost 14.

r 0 Bod k,, jeS€ nebyl gekraten, vzdalenost od tohoto bodu zpra
ieo0

5 2 Vzdalenost od bodu, = 10 zdola (tj. rozdil mezi 10 a 8)

+ 0 Vzdalenost od bodur, = 10 shora. Tento bod jaStnebyl

2 piekraten, vzdalenost shora je O

5o 12 Vzdalenost od gliciho boduk,, zdola (tj. rozdil 20 a 8)

s 0 Vzdalenost od &iciho boduk,, shora. Tento bod jeSnebyl
piekraten, proto je vzdalenost 0

a, 0 Bod lezi na prvni podmince, > 6. Podminka je sptma jako
rovnice

0, 17 Hodnota zbyvajici ke spni podminkyx; < 23, na niz aktualnj
bod nelezi

0, 0 Bod lezi na feti podmincex, > 8. Podminka je splma jako
rovnice

0, 18 Hodnota zbyvajici ke spni podminkyx, < 26, na niz aktualn
bod nelezi

D1 0 Reseni je fipustné

D2 0 Reseni je fipustné

Tabulka T4.6: Interpretace hodnot proménnych v feSeni B3.

V bazickémieSeniB3 volime jako kléovy sloupec proknnéd, a sloupeal; v tomto

kroku uloZzime do evidence nedominovanyegeni, ktera je§inebyla prozkoumana.

26 \/zdalenosti od diciho bodu rozumime vzdalenost stavajiciho bodprisesiku normaly, ktera

prochazi timto bodem, s nadrovinou, jejiz obecraio@ ma jediny nenulovy koeficieR,.
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Baze B3

Promenna| d,

Tabulka T4.7: Evidence neprozkoumanych kandidatu (1/1).

Ptejdeme k novémiesSeniB* (T4.8),

cB xB x1  x2 rll- rl1l+ r12- r12+ r21- r21+ r22- 122+ d1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
x1 1 o 1 -1 o O O 0 o0 O 0O O 0 0O O o] 10 -

d2 0 0o -1 1 0O 0 O O o0 o 0 1 00 O o0 13]13

X2 0 1 0 0 O O O O o0 o 0O 0 -1 0 O 1] 8 -

d4 0 o 0 0 O O o o o0 o0 0O 0 1 1 o0 -1] 18 -

d1l 0 o 1 -1 o O O 0 0 O 1 0 0 0 -1 o0 4 -
ri2- 0 0o -1 1 1 -1 0 0 0 o 0O 0O 0 0O O 0] 10] 10
r21- 0 o 0 O o0 o 1 -1 0 oO o 0 1 0 o0 -1] 2 -
r22- 0 0O 0 0O O O 0 o 1 -1 0 0 1 0 0 -1| 12 -
alfa 0 o 1 -1 o O O 0 o0 O 0 0 -2 0 10 12| 26| 26
beta 0 0 0505 0 O O 0O 0 O 0 0 -2 0 10 12| 21| 26
gama 0 o 2 -2 0 O 0 0 o0 O 0O 0 -2 0 10 12| 36| 11
delta 0 0o 1 -1 o O O 0 o0 O 0O 0 -1 0 10 11| 18| 28
epsilon 0 0 0505 0 0 O O 0 O 0O 0 -1 0 10 11| 13| 28
zeta 0 o 2 -2 0 O O 0 o0 O 0O 0 -1 0 10 11| 28| 13
eta 0 o 1 -1 o O O 0 o0 O 0O 0O -3 0 10 13| 34| 4
theta 0 0 0505 0 0 O O 0 O 0O 0 -3 0 10 13| 29| 4
iota 0 0O 2 -2 0 0 O 0 0 O 0 0 -3 0 10 13] 44]-11

Tabulka T4.8: llustrativni uloha (1), krok (IV).

S novymieSenim dochazi kesunu z body6,8] do bodu[10,8]. Hodnota delové
funkce je 26. Tato hodnota je ozeaa v pisluSném sloupci dvakrat, a to v intervalech
alfa abeta. Bod[10,8] totiZ lezi na pomezithto dvou interval (neboli na dlicim
boduk,,) a skuténou hodnotu &elové funkce v daném bédize vys\tlit pomoci obou
vyjadieni Z(x) = x; + 2x, a Z(x) = 0,5x; + 2x, + 5. Zaradime do béze prafmnou

r{; a do evidence @pzaadime prordnnoud;.

Baze B3 | B*

Promenna| d; | d;

Tabulka T4.9: Evidence neprozkoumanych kandidatu (1/11).

Prejdeme k bazickémte3eniB® (T4.10).
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cB xB x1  x2 rll- rll+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ dl1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
x1 1 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0O 0 0 O 0] 20 -

d2 0 0O O o -1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 O 0 3 3

x2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 O 1 8 -

d4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 1 1 0 -1] 18 -

di 0 0 O 0 1 -1 0 0 0 0 1 0O 0 0 -1 0] 14 -
ril+ 0 0 -1 1 1 -1 0 0 0 0 0 0O 0 0 O 0] 10 -
r21- 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 o 1 0 0 -1 2 -
r22- 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0O 1 0 0 -1] 12 -
alfa 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 -2 0 10 12| 36| 36
beta 0 0 0 0 05 -05 O 0 0 0 0 0 -2 0 10 121 26| 31
gama 0 0 O 0 2 -2 0 0 0 0 0 0 -2 0 10 12 56| 31
delta 0 0 O 0 1 -1 0 0 0 0 0 0O -1 0 10 11| 28| 38
epsilon 0 0 0 0 05 -05 O 0 0 0 0 0O -1 0 10 11| 18| 33
zeta 0 0O O 0 2 -2 0 0 0 0 0 0O -1 0 10 11| 48| 33
eta 0 0O O 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 -3 0 10 13| 44| 14
theta 0 0 0 0O 05 -05 O 0 0 0 0 0 -3 0 10 13| 34 9
iota 0 0 O 0 2 -2 0 0 0 0 0 0 -3 0 10 13| 64 9

Tabulka T4.10: llustrativni tloha (1), krok (V).

Byl realizovan pesun z bodi10,8] do bodu[20,8]. Zatadime do baze pramnour;t,
a opt zaevidujeme prosmnou d; jako potencialni ser prohledavani prostoru

piipustnychreSeni.

Baze B3| B* | B®

Promenna| d; | d; | ds

Tabulka T4.11: Evidence neprozkoumanych kandidatd (1/111).

Dalsi iterace jsoufpdloZeny bez extenzivnich komeiitéPrechod kieSeniB® (T4.12).
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cB xB x1  x2 rll- rll+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ dl1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
x1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 O 0] 23 -
ri2+ 0 0 O o -1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 O 0 3 -
x2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 O 1 8 -
d4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0O 1 1 0 -1] 18| 18
di 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 -1 0| 17 -
ril+ 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 O 0] 13 -
r21- 0 0 O 0 0 0 1 -1 0 0 0 0O 1 0 0 -1 2 2
r22- 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0O 1 0 0 -1] 121 12

alfa 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 0 10 12| 39| 39
beta 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0O 05 -2 0 10 12}27,5|325
gama 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -2 0 10 12| 62| 37
delta 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 10 11| 31| 41
epsilon 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 05 -1 0 10 11}19,5|34,5
zeta 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -1 0 10 11] 541 39
eta 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -3 0 10 13| 47| 17
theta 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 05 -3 0 10 13}35,5]10,5
iota 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -3 0 10 13] 70| 15

Tabulka T4.12: llustrativni Gloha (1), krok (VI).

V bazickém teSeni B® je jiz volba vstupni progmné jednoznénd, proto tabulka

evidence neprozkoumanych kandidat nedominovanychieSeni neni roz&na.
Nasleduje fechod kieSeniB” (T4.13).

cB xB x1  x2 rll- rl1l+ r12- r12+ r21- r21+ r22- 122+ dl1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
x1 1 o 0 0 O O O o0 o0 o 0O 1 00 0 o] 23 -
ri2+ 0 o 0o o0 -1 1 0O 0 0 O 0O 1 0 0 0 o0 3 -
X2 0 1 0 0O o0 O 1 -1 0 o0 0O O 0 0O O 0] 10 -
d4 0 o 0o 0 o O -1 1 o0 O 0 O 01 0 0] 16| 16
d1i 0 o 0o 0 O O O 0 o0 o 1 1 0 0 -1 0] 17 -
ril+ 0 0o -1 1 0O 0 O O o0 o 0O 1 0 0 0 o0 13 -
d3 0 o 0 O o0 o 1 -1 0 o0 o 0 1 0 o0 -1} 2 -
r22- 0 o 0 0 0 O -1 1 1 -1 0 0 0 0 0O 0] 10] 10

alfa 0 0O 0 O o0 o 2 -2 0 O 0O 1 0 0 10 10| 43| 43
beta 0 0O 0 O o0 o 2 -2 0 O 0 05 0 0 10 10|315|36,5
gama 0 0O 0 0O O o 2 -2 0 O 0 2 0 0 10 10| 66 | 41
delta 0 0O 0 0O O o 1 -1 0 o0 0 1 0 0 10 10| 33| 43
epsilon 0 0O 0 O 0 o 1 -1 0 o0 0 05 0 0 10 10|21,5|36,5
zeta 0 0O 0 0O O o 1 -1 0 o0 0 2 0 0 10 10| 56| 41
eta 0 0O 0 0O O o 3 3 0 O 0 1 0 0 10 10| 53| 23
theta 0 0O 0 O o0 o 3 3 0 O 0 05 0 0 10 10|41,5|16,5
iota 0 0O 0 0O 0 O 3 3 0 O 0 2 0 0 10 10] 76 | 21

Tabulka T4.13: llustrativni tloha (1), krok (ViI).

Nasleduje pechod zB” do B8 (T4.14).
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cB xB x1  x2 rll- rll+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ dl1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
x1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 O 0] 23 -
ri2+ 0 0 O o -1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 O 0 3 -
x2 0 1 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0O 0 0 O 0] 20 -
d4 0 0 O 0 0 0 0 0o -1 1 0 0O 01 O 0 6 6
di 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 1 1 00 -1 0| 17 -
ril+ 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 O 0] 13 -
d3 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0O 1 0 O -1] 12 -
r21+ 0 0 0 0 0 0 -1 1 1 -1 0 0 0 0 O 0] 10 -

alfa 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -2 0 1 0 0O 10 10| 63| 63
beta 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -2 0 05 0 O 10 10|51,5]56,5
gama 0 0 O 0 0 0 0 0 2 -2 0 2 0 0 10 10| 8 | 61
delta 0 0 O 0 0 0 0 0 1 -1 0 1 0 O 10 10| 43| 53
epsilon 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 05 0 O 10 10}|315]46,5
zeta 0 0O O 0 0 0 0 0 1 -1 0 2 0 0 10 10] 66 | 51
eta 0 0 O 0 0 0 0 0 3 -3 0 1 0 O 10 10| 83| 53
theta 0 0 0 0 0 0 0 0 3 -3 0 05 0 O 10 10|715]46,5
iota 0 0 0 0 0 0 0 0 3 -3 0 2 0 0 10 10]106] 51

Tabulka T4.14: llustrativni Gloha (1), krok (VIII).

A nasleduje poslednii@sun zB8 doB°® (T4.15).

cB xB x1  x2 rll- rll+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ d1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
x1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 O 0] 23 -
ri2+ 0 0 O o -1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 O 0 3 -
X2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 O 0] 26 -
r22+ 0 0 0 0 0 0 0 0o -1 1 0 0O 01 O 0 6 -
di 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 00 -1 0| 17 -
ril+ 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 O 0] 13 -
d3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o 1 1 0 -1] 18 -
r21+ 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 01 O 0] 16 -

alfa 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 2 10 10| 75| 75
beta 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 05 0 2 10 10|63,5]|68,5
gama 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 2 10 10| 98| 73
delta 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 10 10| 49| 59
epsilon 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 05 0 1 10 10|375]525
zeta 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 1 10 10| 72| 57
eta 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 3 10 10f101| 71
theta 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 05 0 3 10 10|8&9,5]|64,5
iota 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 3 10 10] 1241 69

Tabulka T4.15: llustrativni tloha (1), optimalni feseni.

Iterativnim zgisobem bylo nalezendipustné bazickéeSeniB®. Viechny stinové ceny
ve vSech vicerozénnych intervalech jsou nyni nezaporné. Nezaporetisbvych cen
je ve vicekriterialnim simplexovém algoritmu kriggn optimality. Mizeme s jistotou
prohlasit za optimalnieSeni bod23,26] s hodnotou €elové funkceZ(x) = 69. Nelze
ovSem opomenout neprozkoumana nedominovaéeseni, ktera jsme evidovali

v prab¢hu algoritmu. Pichod vSech moznych cest prostoretippstnychieSeni zde
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nebude uveden podrobinBude vSak popsan v nasledujici diskuzi, kde hudzano,
jakym zpisobem je moZzné interpretovat tento vysledek.

4.5.5 Diskuze oieSeni ilustrativni ulohy (1)

llustrativni Gloha (1) je specificka z hlediska nobdonie ditich po ¢astech linearnich
funkci, které zde figuruji. O obou funkcich(x,),Z(x,) lze prohlasit, Ze jsou
monotonni na celém svém definim oboru, nebd pro okE tyto funkce plati &ktera
z podminek:

Vx;,xj € D(Z2):x; < x{ = Z(x;) < Z(x])

Vxj,xj € D(Z):x; < xj = Z(x;) > Z(xj)

Vxj,xj € D(Z):x; < xj = Z(x) < Z(xj) (4:59)

Vxj,xj € D(Z):x; < xj = Z(x) = Z(xj)
Ok¢ tyto funkce jsou rostouci na celém svém défirm oboru. Tento fakt
ve vicekriterialnim simplexovém algoritmu zéruze kazdy dalSi krok bude ngtn
nabyvat lepSi hodnoty alespgedné diti Ucelové funkce nezZipdchozi. Kdybychom
prozkoumali i ostatni nedominovargseni evidovana v tabulce (T4.11), potom bychom
jako finalni bod opt nalezli bod[23,26]. Lze tedy tvrdit, Ze vifjpadct monoténnich
diléich po castech linearnich célovych funkci je nalezenéeSeni vzdy skutmé
optimalni. Volbou #iznych smri pii postupu prostoremifpustnychieseni jde pouze
0 to, kterou cestou se k tomuteSeni dobereme. Problém pochopiedpaiva v tom,
Ze totoreSeni nemusi byt jediné aihe existovat alternativni optimalbéSeni ulohy.
Pred vyreSenim tohoto problému nejprve zobrazime postugtgmemiesSeni podrobn
popsany vV jednotlivych krocich. Toto zobrazeni budeplnino i zobrazenim
alternativnich postup prostoremieSeni. Na obradzku 4.10 je Sipkami zobrazerrsm

postupu krok prohledavani baz*! — B° v celkem osmi krocich.
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Obrazek 4.10: Postup mnozinou pipustnych ieSeni ilustrativni tlohy (1).
U demonstrovaného postupu se jedna o posloupnosinohoelové funkce
ve vrcholech. Toto schéma odpovida posloupnosti  tbod
[0,0], [6,0], [6,8],[10,8],[20,8], [23,8], [23,10], [23,20], [23,26]. Tato posloupnost
odpovida, a vipact monotdnni funkce vzdy bude odpovidat neklesajicgdnotam
Gceloveé funkce. Na této Uloze je mozné dokazat, r=ig® pra¢ 19 dalSich rostoucich
posloupnosti, které vedou k témuz a také jedinéptum@lnimureSeni. Celkem existuje
20 riznych moznosti cest prostorerfiqustnychieSeni k optimu. Toto tvrzeni daphe
0 upesréni, Ze zmignych 20 posloupnosti existuje goaje prvnim pipustnym
bazickym teSeni (B3). Pokud bychom jako patek posloupnosti brali vychozi
negipustnéreseni ulohy, potom bythto posloupnosti bylo celkem 40, nélaxistuji
dva fizné zmsoby nalezeni prvnihofipustného bazickéhteSeni. Tyto dva Zsoby
zavisi na ptadi, v imz z&adime do baze pramnéx; ax, v prvnich dvou krocich
algoritmu (T4.3) a (T4.4). Tyto dva@zné zfmsoby lIze ignorovat, neldgokud existuje
n¢jaké fipustné bazickéeSeni ulohy, které nelezi v bof0,0], potom je totoreSeni
nalezeno jakoukoli posloupnosti kfgkve kterych vyazujeme z baze pomocné
promegnne.
V demonstrovaném postupu byla nalezena pouze 3omlemrmana nedominovana

feSeni. V evidetni tabulce ovSem nejsourifpmna vSechna dalSi z 19 moznych
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prichodi prostorem FpustnychieSeni. DalSi moZznosti jghodu jsou totiz nalézany
az kEhem zkoumaéniéchto 3 neprozkoumanycteSeni. Cesty prostorentipustnych
feSeni se tedy daletvi. Celkovy mozny péet piichodi prostorem fipustnychreSeni
lze snadno vypsitat, nebd se v pipadd monotdénnich &elovych funkci jedna
o souvisly orientovany acyklicky graf. Pro kazdyeudpro kazdého kandidata na
optimalnifeSeni) nizeme ukit pocet vSech moznych vstippro kazdy dalsi uzel tyto
pocty stithme, az se dostaneme k uzlu s nejvyssi hodngelav@ funkce.

Kdybychom se pokusili skuta¢ realizovat vSech 19 zbyvajicich cest, zjistili bym,
Ze realizace neni nutna ve vseé¢fpadech. Dvodem je moznost evidencépustnych
kanonickych bazi, v nichZz jsme se &které z iteraci jiz ocitli, tak jak je to uvedeno
v kapitole 3.2.3. Timto Zjsobem bychom zjistili, Ze existuji maximalr2 mozné
postupy prostoremifpustnychieSeni (¢etré ukdzaného), jelikoZz bod optima ma pouze
dva sousedni kandidaty na optimurieréZ je mozné jej dosahnout.

Za&wrem dodejme, Ze vzhledem k monotonnimabphu vSech funkci v modelu bude
optimalni a vSechna alternativni optimakeSeni lezet vzdy ,uvrit ¢i na hranici
maximalniho vicerozemného intervald’, ktery ma alespo jeden spolény bod

s prostorem fipustnychreSeni. Pokud jsme schopni identifikovat, o ktegewznérny
interval se jednd, potom sgfatento interval identifikovat v modelu pomoci poiaiek
delicich bodi a vyeSit jedinou sub-ulohu dle kapitoly 4.3.2 a uplatricekriterialni
simplexovy algoritmus pouze na prostoru tohoto nizeerného intervalu. Tim bude

zarweno, Ze budou nalezena vSechna existujici optingdeni ulohy.

4.5.6 Poznamky k minimaliza¢ni Uloze

V piipac ulohy minimaliz&ni je zpisobtfeSeni analogicky. Ukazme sind na témze

prostoru pipustnychieSeni optimalizéni Glohu hledani minimaReseni této ulohy je
podstaté primocarejSi a jeho ilustrace vhodrdoplni diskuzi ofeSeni v pedchozim

oddile (4.5.5).

Je zadana uloha v kanonickém tvaru se stejnou sadwrujicich podminek jako
v Uloze (4-5-1):

27 Kde je dosahovano maximalnich hodnot z hledisketaadikich Eelovych funkci platnych pro dany

vicerozngrny interval.
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Minimalizujte Z(x) = (Z4(x) ... Z,(x))T
za podminek
Xy —di+p, =6
X, +d, =23
X, —ds +p, =8
X, +d, =26
X, +17—1f =10
X, + 1, — 1 =20
Xy + 15 — 157 =10
Xy + Tyy — 155 = 20
X1,%2 20 (4-5-6)
kde
Zy(x) = x1 + 2%, + 10p; + 10p,, V(xq,x5) € a
Zg(x) = 0,5x; + 2x, + 5+ 10p; + 10p,, V(xq,x2) € B
Z,(x) = 2x1 + 2x, — 25+ 10p; + 10p,, Y (xq,X2) €Y
Zs(x) = x4 +x, +10 4+ 10p; + 10p,, V(xq,x,) €6
Zo(x) =0,5x; + x, + 15+ 10p; + 10p,, V(xq,x;) € €
Z7(x) = 2x1 + x — 15+ 10p; + 10p,, V(x1,x;) € ¢
Zp(x) = x1 +3x, —30 + 10p; + 10p,, V(xq,x2) €7
Zg(x) = 0,5x1 + 3x, — 25 + 10p; + 10p,, V(x1,x,) € 6
Z,(x) = 2x; + 3x, — 55+ 10p; + 10p,, V(x1,x,) €t
Koeficienty fragment souhrnné €elové funkce jsou zde totozné jako v maximaiida
Uloze. Jedinym rozdilem je tedy &moptimalizace a stim souvisejici cenoveé
koeficienty pomocnych prognnychp; ap,, které jsou nyni kladné. Model zapiSeme

do vychozi simplexové tabulky (T4.16) a oZimae totoreSeniB!.
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alfa 1 2 10 10
beta [0,5 2 10 10
gama | 2 2 10 10
delta 1 1 10 10
epsilon| 0,5 1 10 10
zeta 2 1 10 10
eta 1 3 10 10
theta | 0,5 3 10 10
iota 2 3 10 10
cB xB x1 x2 rl1- r1l+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ dl1 d2 d3 d4 pl p2
10 pl 1 -1 1 6| 6
0 d2 1 1 23] 23
10 p2 1 -1 1] 8] -
0 da 1 1 251 -
0 ril1- 1 1 -1 10| 10
0 ril2- 1 1 -1 20| 20
0 r21- 1 1 -1 10] -
0 r22- 1 1 -1 20| -
alfa 9 8 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 0 -10 O O 0]140]140
beta 95 8 0 0 0 0 0 0 0 0O -10 0 -10 0 O 0]140]145
gama 8 8 0 0 0 0 0 0 0 0O -10 0 -10 0 O 0]140]115
delta 9 9 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 0 -10 0O O 0]140]150
epsilon |95 9 O 0 0 0 0 0 0 0 -10 0 -10 0O O 0]140]155
zeta 8 9 0 0 0 0 0 0 0 0O -10 0 -10 0 O 0]140]125
eta 9 7 O 0 0 0 0 0 0 0O -10 0 -10 0O O 0]140]110
theta 95 7 0 0 0 0 0 0 0 0O -10 0 -10 0O O 0]140]115
iota 8 7 O 0 0 0 0 0 0 0 -10 0 -10 0 O 0]140] 8

Tabulka T4.16: llustrativni Gloha (l1a), krok (1).

Ve vychozi tabulce (T4.16)eSeni neni ifpustné z dvodu @itomnosti pomocnych
promennych v bazi. Zvolime dle jiz znamych pravidel pgnsloupec jako kbovy
a na zakladitoho téz prvnfadek jako kikovy. Prongnnoup, stiida v bazix,. Prejdeme

do krokuB? (T4.17).
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cB xB x1 x2 rl1l- r11+ r12- r12+ r21- r21+ r22- 22+ d1 d2 d3 d4 pl p2| b | Q
x1 10 0 O O O O O o o -1 0 o0 o0 1 o -
d2 0 0 0O 0O 0 0O O O o0 o 1 1 0 0 -1 o017} -
p2 01 0 0 O O O O o0 o 0O 0 -1 0 0O 1] 8] 8
da 01 o O O O O O o0 o 0O 0 0 1 0 o0]25]25
ril- o 01 -1 0 O O O 0 o0 1 0 0 0 -1 of 4] -
r12- 0 0 0 O i1 -1 0 0 o0 O 1 0 0 0 -1 o014} -
r21- 01 0 0 O o 1 -1 0 o 0O 0 0 0 O O0]10]10
r22- 01 0 0O O o0 o0 O 1 -1 0 0 0 0O 0 0]20])20
alfa 0o 8 0 0 0 O O O O O -1 0-100 -9 0]s6]86

beta 0 8 0 0 0O O O O O O -050 -100 -95 0]83]88
gama 0o 8 0 0 0 O O O O O -2 0-100 -8 0]92]67
delta 09 0 o 0 0O O O O O -1 0-100 -9 0]s]96

epsilon 0O 9 0 0 0 O O O O O -050 -100 -95 0]83]98
zeta 09 o o 0o 0O O O O O -2 0-100 -8 0]92|77
eta o 7 0 0 0O O O O O O -1 0-100 -9 0]s6]56

theta 07 0 0 O O O O O O -050 -100 -95 0]83]58
iota o 7 0 0 0 O O O O O -2 0-100 -8 0]92]37

Tabulka T4.17: llustrativni tuloha (la), krok (lI).

V tomto kroku (T4.17¥eSeni opt neni gipustné. Jako jediny mozny zvolime sloupec
proménné x, jako klicovy a prondnnap, na zaklad hodnoty testu ippustnosti bazi
opousti. Pejdeme k bazickémtesSeniB3 (T4.18).

cB xB x1 x2 rll- r1l+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ dl1 d2 d3 d4 pl p2 Q
x1 10 0 O O O O O o o -1 0 o0 0 1 o

d2 0o 0o o o o O o o0 o0 o0 1 1 0 0 -1 0f17

x2 01 0 O O O O O o0 o 0O 0 -1 0 0 1] 8

d4 0o o o o o O o o0 o0 o0 0O 0 1 1 0 -1117

r11- o0 1 12 0 0O O O O0 o 1 0 0 0 -1 o0f 4

ri2- 0O 0 0 O 1 -1 0 0 o0 O 1 0 0 0O -1 0|14

r21- 0 0 0O 0 0 O 1 -1 0 O 0O 0 1 0 0 -1] 2

r22- 0O 0 0O 0 0 0O 0 O 1 -1 0 0 1 0 0 -1]12
alfa oo o0 o o o o o o o -1 0 -2 0 -9 -8{22]2
beta o o o 0o 0o 0O O O O O -050 -2 0 -95-8]19]24
gama o oo o o o o o o o -2 0 -2 0 -8 -8/28]3
delta o o o o o o o o0 O O -1 0-10 -9 9514124
epsilon o 0o o0 o o o o o o o0 -050 -1 0 -95-9]11126
zeta o o o o o o0 o0 o o O -2 0-10 -8 -9Q2]S5
eta o oo o o o o o o o -1 o0-30 -9 -7]13]o0
theta o o o o o 0O O O O 0 -050 -3 0 -95-7]27]2
iota oo o0 o o o o o o o0 -2 0-3 0 -8 -7]36]-19

Tabulka T4.18: llustrativni loha (l1a), krok (ll1).

Bazické treSeni B3 je teSenim fipustnym. Toto reSeni lezi v bad [6,8],

tzn. ve viceroziérném intervalualfa. Hodnota delové funkce je&Z(x) = 22. Zarovei

je pri pohledu na vSechny stinové ceny tohoto bazickéBeni jasné, Ze dle pravidel
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vicekriterialniho simplexového algoritmu neni mozuagbrat Zadny sloupec jako
klicovy, ktery by vedl k nalezeni dominujicih@Seni. Nalezen&eSeni nizeme
prohlasit za optimalni.

Zde se projevuje moznost trivialniieSeni ulohy nastéma v diskuzi v oddile (4.6.5).
Bylo popséano, Ze pokud lze identifikovat takovy ertiznerny interval, v gmz

je souhrnnyist (pokles) Gelové funkce nejtsi, potom Ize celou Glohu omezit na sub-
Glohu. Tuto ulohu potoniteSime vicekriteridlnim simplexovym algoritmem pouse
zvoleném vicerozrném intervalu. V tomto ffjpact se jedna o viceroztmy interval

alfa.

4.6 llustrativni Uloha hledani optimalniho ¥eSeni (II) — Nemonoténni pipad

V piedchozi Uloze (4-5-1) byl fedstaven algoritmus vedouci k nalezeni jejiho
optimalnihoreSeni. Tato uloha byla specificka z hlediska charakditich poc¢astech
linearnich @elovych funkci obou prosmnych. OB tyto (&elové funkce byly
monotonni. Jak je popsano v diskuzi tohotéigadu (4.5.5), vippadt monotonicity
Gcelovych funkci vSech proénnych smndfuje algoritmus k optimalnimuieSeni
jednoznéng, byt existuje vice cest, kterymi ho Ize dosahnoiedBtavime nynifpad
nemonoténnich dilch pocéastech linearnich funkci. Jedna se o Ulohu seastegadou
omezujicich podminek jako v Ulozgegchozi (4-5-1). Optimalizujme Glohu
Minimalizujte Z(x) = Z;(x;) + Z,(x;)
za podminek
X1 =6
x; <23
X, > 8
X, < 26
o X1, Xy =0 (4-6-1)
Z1(x1) = x1,x, € (0,10)
Zy(xy) = —0,5x; + 15,x; € (10,20)
Zy(x;) = 2x; — 35,x; € (20,30)
Z,(x;) = 2x5,x, € (0,10)
Z,(x;) = —x, + 30,x, € (10,20)
Z,(x;) = 3x, — 50,x, € (20,30)
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K feSeni této ulohy budemégtupovat stejnym zZisobem jako v Glozeifpdchozi

(4-5-1). Pro tentokrat bude uUloha komentovana¢etjiy nez v gedchozim gpack,
na remz bylo teba ilustrovat podrobny postufeSeni. ProtoZze je nynéten&

s uvedenym postupem jiz dostate seznamenjieSeni uUlohy bude komentovano
podrobré zejména tam, kde existuji odliSnosti ve srovnailbkou (4-5-1).

Na obrazku 4.11 jsou zobrazenyulpthy obou di¢ich po ¢astech linearnich funkci
Z1(x1) aZy(x2).

40

Z, F f(xz)

|
|
|
\
|
|
|
\
|
I
|
|
I
!
|
|
|
|

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
X1 X2

Obrazek 4.11: Prabéh dilcich ucelovych funkci Z4(x1) a Z;(x3), (vytvoieno v DGC).

V porovnani s fipadem (4-5-1) nema ani jedna zdih (elovych funkci monotonni
praibéh. Je to dano odliSnym igsehem druhych (prostdnich) linearnich segmént
u obou ditich (telovych funkci. Jak bude Wt déle, tyto vlastnost ma vyznamny
dopad na slozitost hledani optimalnikeSeni zadané ulohy (4-6-1). Zadana uloha
(4-6-1) ma opt stejny prostoreSeni jako ulohaipdchozi (4-5-1), a to diky totoznym
omezujicim podminkam, ale také diky shodnymdicdn bodim obou ditich
po &elovych funkci. Proto je i mnozina vSech kandidaa optimalnireSeni totozna
Z mnozinou z ulohy

(4-5-1). llustrace mnoziny kandidaha optimalniteSeni je uvedena ugqachozi ulohy
na obrazku 4.9.

S vyuzitim tohoto schématu (4.9) Izesbmentifikovat miru éstu &elovych funkci pro

jednotlivé vicerozrérné intervaly:
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Zo(X) = x1 + 2%,V (x4, %) E@
Zg(x) = —0,5x1 + 2x, + 15,V (x1,x;) € B
Z,(x) = 2x; + 2x, — 35,V(x,x2) €Y
Zs(x) =x1 — x5, +30,V(x1,x,) ES
Z.(x) = —0,5x; —x, +45,V(xq1,x,) €€ (4-6-2)
Ze(x) = 2x1 — X — 5,V(x1,x2) €¢
Zp(x) = x1 +3x;, —50,V(xq,x;) €7
Zg(x) = —0,5x; + 3x, —35,V(x1,x,) €6
Z,(x) = 2x; +3x, —85,V(xq,x,) €t
Oproti predpisim &elovych funkci na jednotlivych vicerozZmmych intervalech
v minulé Uloze (4-5-2) si Ize vSimnout, Ze &kterych z nich se nyni vyskytuji i zaporné
koeficienty. To je zpsobeno tim, Ze v dilch &elovych funkcich existuji segmenty
Se zapornou sénnici.
Dale model (4-6-1)igvedeme do kanonického tvaru (4-6-3) obvyklymsgihem.
minimalizujte Z(x) = (Z,(x) ... Z,(x))T
za podminek

X, —d;+p, =6

x1+d2:23
Xy —d3+p; =8
x2+d4=26

X, +r; -1 =10
X+ 1 -1 =20
X, + 15 — 1 =10
Xy + Ty — 155 = 20 (4-63)
X1, %X =0
kde
Zo(x) = x1 + 2x3 + 1 + 02, V(x1,%2) E
Zg(x) = —=0,5x1 + 2x, + 15+ p; +pp, V(x1,x;) € B
Zy,(x) = 2x1 + 2x, — 35+ p; + 2, V(x1,x3) €Y
Zs(x) =x1 —x3 +30+py +po, V(x1,%,) €6
Zo(x) =—05x; —x, +45 + p; + p,, V(x1,x,) E €
Zg(X) = 2% — X =5+ Py + 02, V(x, %) €C
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Zp(x) = x1 +3x; =50+ p; + P2, V(x1,X3) EN
Zg(x) = —0,5x1 +3x, =35+ p; +p,, V(x1,x,) €6
Z,(x) = 2x; +3x, — 85+ p; + p,, V(xq,x,) €1
V porovnani sfedchozi uUlohou (4-5-3) je zde rozdil v sazbach pomch
proménnych souhrnné d&elové funkce. Ty jsou zde kladné, protoze udloha
je minimaliz&ni.

ZapiSeme ulohu do modifikované simplexové tabulli4.19).

alfa 1 2 10 10
beta |-0,5 2 10 10
gama 2 2 10 10
delta 1 -1 10 10
epsilon]-0,5 -1 10 10
zeta 2 -1 10 10
eta 1 3 10 10
theta |-0,5 3 10 10
iota 2 3 10 10
cB xB x1 x2 r1l- r11+ rl12- r12+ r21- r21+ r22- 22+ d1 d2 d3 d4 pl p2
10 p1 1 -1 1 6 6
0 d2 1 1 23 | 23
10 p2 1 -1 1 8 -
0 d4 1 1 25 | -
0 rli1- 1 1 -1 10 | 10
0 rl2- 1 1 -1 20 | 20
0 r21- 1 1 -1 10 | -
0 r22- 1 1 -1 20 | -
alfa 9 8 0 0 0 0O o0 O O o0 -10 0 -100 O 0| 140 |140
beta 105 8 O 0 0 o o0 O o 0O -10 0 -100 O 0 | 140 |155
gama 8 8 0 0 0 0O 0 O O o0 -10 0 -100 O 0 | 140 |105
delta 9 11 O 0 0 o 0o O O 0O -10 0 -100 O 0| 140 |170
epsilon 10,5 11 O 0 0 o 0o O O 0O -10 0 -100 O 0| 140 |185
zeta 8 11 0 0 0 o o O O 0O -10 0 -100 O 0| 140 |135
eta 9 7 0 0 0 o 0o O O 0O -10 0 -100 O 0| 140 |90
theta 105 7 O 0 0 o 0o O o 0O -10 0 -100 O 0 | 140 |105
iota 8 7 0 0 0 O 0O O O 0O -10 0 -100 O 0| 140 | 55

Tabulka T4.19: llustrativni tloha (ll), krok (I).

Algoritmus z&ina typicky s nulovymi hodnotami rozhodovacich péonych, a tak
feSeni neni zidvodu @itomnosti omezujicich podminek typu pripustné. Prvni kroky
tedy Zejme¢ povedou k viazeni pomocnych praimnych z baze, jelikoz diky schématu
mnoziny gipustnychieSeni vime, Ze ffpustnéeSeni ulohy existuje. Profgsun
k dalSimu bazickémueSeni budeme vyhledavat sloupce, u nichZ je ategpdna
stinova cena kladna. V tomto kroku se jedna o sleygronénnych x;,x, a protoze

vzhledem k hodnotam jejich stinovych cen jsou zexadjemrE nedominované, volime
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jako klicovy sloupec proknné x;. Volba vstupni prognné bude v fipact vice
vzajemré nedominovanych moznosti &@puréena lexikograficky jako prvni zleva.
Prejdeme k bazickémieseniB? (T4.20).

B xB x1 x2 r1l- r11+ rl12- r12+ r21- r21+ r22- 22+ d1 d2 d3 d4 pl p2 Q
x1 1 0 O 0 0 o o o O o0 -1 0 O0 0 1 0 -
d2 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0O 0 -1 0 17 -
p2 0O 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 1 8 8
d4 0O 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0| 25 |25
ril- 0o 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 1 0 0O 0 -1 0 4 -
ri2- 0O 0 O 0 1 -1 0 0 0 0 1 0 0O 0 -1 0 14 -
r21- 0 1 o0 0 0 o 1 -1 o 0 O O O O o 0| 10 |10
r22- 0 1 0 0 0 0 0 O 1 -1 0 0 0 0 O 0| 20 |20

alfa 0 8 O 0 0 (0] 0 0 0 o -1 0 -10 0 -9 0] 8 |86
beta 0O 8 O 0 0 0O 0 O O 0 05 0 -100 -105 0} 77 |92
gama 0O 8 O 0 0 o o o O O -2 0 -100 -8 O] 92 |57
delta 0 11 o 0 0 0O o O O O -1 0 -100 -9 O] 8 |116
epsilon 0 11 o 0 0 0O 0 O O 0 05 0 -100 -105 0] 77 |122
zeta 0 11 o 0 0 o o O O O -2 0 -100 -8 O} 92 |87
eta 0o 7 O 0 0 0 0 0 0 o -1 0 -10 0 -9 0] 8 |36
theta 0o 7 O 0 0 0 0 0 0 0o 05 0 -10 0 -105 O] 77 |42
iota 0o 7 0 0 0 0 0 0 0 0O -2 0 -10 0 -8 0] 92 7

Tabulka T4.20: llustrativni tloha (11), krok (Il).

Reseni (T4.20) stale nenfipustné kvli ptitomnostip, v bazi, proto i volba kéiového
sloupce ifadku logicky smifuje k jejimu vyazeni. VSimame si, Ze zde existuje j&st
jedna perspektivni baze prh. Stinové ceny této praimné nejsou vSechny kladné,
nicmére i piesto dle vicekriteridlniho simplexového algoritmu abrdzku 3.2
povaZzujeme tento sloupec za perspektivni. Perspiekpouze gkterych stinovych cen
lze zdivodnit. Stinové ceny proinné d, nabyvaji kladnych hodnot pouze ve
viceroznérnych intervalectbeta, epsilorathéta Perspektivni hodnoty jsou dany tim,
Ze diki po c¢astech linearni funkcé&,(x;) je v €chto intervalech klesajici (jedna se
0 jeji prostedni segment).i@jdeme k bazickémieSeniB3(T4.21).
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B xB x1 x2 rl1l- rll+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ d1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
x1 1 0 O 0 0 0 0 0 0 0O -1 0 0 0 1 0 -
d2 0O 0 O 0 0 o o o o o0 1 1 o0 O -1 o0} 17|17
x2 0O 1 o0 0 0 o o0 O O o O O -1 0 o 1 8 -
d4 0O 0 O 0 0 o o o o o O O 1 1 o0 -1}| 17| -
ri1- 0O 0 1 -1 o O o0 0O O O 1 0O OO0 -1 o} 4 4
r12- 0O 0 O 0 1 -1 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 o0} 14|14
r21- 0O 0 O 0 0 o 1 -1 o o0 O O 1 0 O -1| 2 -
r22- 0 0 O 0 0 0O 0 O 1 -1 0 0 1 0 0 -1] 12| -

alfa 0O 0 O 0 0 o o o o O -1 0 -2 0 -9 -8] 22122
beta 0O 0 O 0 0 0O o0 O O 0 05 0 -2 0 -105 -8] 13 |28
gama 0O 0 O 0 0 o o o o O -2 0 -2 0 -8 -8| 28 |-7
delta 0O 0 O 0 0 o o o o O -1 0 1 0 -9 -11] -2 |28
epsilon 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 05 O 1 0 -105 -11] -11 |34
zeta 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0o -2 0 1 0 -8 -11] 4 -1
eta 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 o -1 0 -3 0 -9 -7| 30 (-20
theta 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 o 05 0 -3 0 -105 -7| 21 |-14
iota 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 o -2 0 -3 0 -8 -7| 36 [-49

Tabulka T4.21: llustrativni tloha (1), krok (llI).

Jedna se o prvnifipustnéieSeni ulohy s hodnotami rozhodovacich pfonych
x; = 6,x, = 8. Geometricky leZi sdadnice[6,8] v intervalualfa a realna hodnota
Uceloveé funkce je 22. Tato hodnota je tvgtuSném sloupci vyziana. Vybereme jako
prvni zleva vstupujici proémnou d,. Od této chvile (p&inaje prvnim pipustnym
feSenim ulohy) je uztdba opt evidovat vSechna mozna nedominovaiedeni.

ZapiSeme:

Baze B3

Pronenna| d;

Tabulka T4.22: Evidence neprozkoumanych kandidata (11/1).

Prejdeme keSeniB*.
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B xB x1 x2 rl1l- rll+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ d1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
x1 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 10 -
d2 0 O 1 0 0O o0 O O o o0 1 o0 O0 o 0| 13 |13
x2 0o 1 0 0 o o0 O O o O O -1 0 o 1 8 -
d4 0 O 0 0 o o o o o O O 1 1 o0 -1}| 17| -
d1i 0 O -1 0 o o o o o0 1 0 OO0 -1 o 4 -
r12- 0O 0 -1 1 1 1 0 0 0O 0O O O o0 0 o 0| 10 |10
r21- 0 O 0 0 o 1 -1 o o0 O O 1 0 O -1| 2 -
r22- 0 0 0 0 0O 0 O 1 -1 0 0 1 0 0 -1] 12| -

alfa o o0 1 -1 o 0O o0 O O O o0 O -2 0 -10 -8] 26 |26
beta 0O 0 -0505 O o o0 O O O o0 O -2 0 -10 -8] 11|26
gama O 0 2 -2 o0 o o O O O o0 O -2 0 -10 -8]336|1
delta o o0 1 -1 o o o O o O o O 1 0 -10 -11}] 2 |32
epsilon 0O 0 -05 05 O o o O o0 O o O 1 0 -10 -11} -13 |32
zeta 0 O -2 0 (0] 0 0 0 0 0 0 1 0 -10 -11] 12 7
eta 0o o0 1 -1 0 (0] 0 0 0 0 0 0 -3 0 -10 -7| 34 |-16
theta 0O 0 -05 05 O 0 0 0 0 0 0 0O -3 0 -10 -7| 19 |-16
iota 0o 0 2 -2 0 0 0 0 0 0 0 0O -3 0 -10 -7| 4 |-41

Tabulka T4.23: llustrativni tloha (ll), krok (IV).

V tomto bazickém fipustnémieSeni (T4.23) doslo kiesunu do bod{10,8] a hodnota
Ucelové funkce je 26. Tato hodnota je ve sloupcimgét hodnot &elovych funkci
vyznaena dvakrat, jelikoz se tento bod nachazi na hradiou sousednich
viceroznérnych intervalh alfa a beta. Zde dochazi na prvni pohled k paradoxnimu
fenoménu, protoZze hodnota souhrnn&elové funkce vzrostla, fpstoze se jedna
o minimaliz&ni Ulohu. Zde je vi&k hlavni rozdil mezi dlohou s monoténnimidhi
Ucelovymi funkcemi a ulohou s nemonotonnimicfli G¢elovymi funkcemi. V pipade
nemonotonni Ulohy se s kazdym krokem nemusi hodsotdrnné &elové funkce
nutre zlepSovat, protoZe dalSi postup je veden ke ztépBednoty jakékoliv ddi
Ucelové funkce roz&eni na celou mnozinufipustnychieSeni. ZlepSeni nebo zhorSeni
souhrnné &elové funkce tak riive nastat v kterémkoliv kroku algoritmu.

DalSi poznamka séhuje k volke klicového sloupce. V tabulce (T4.23) tentokrat nebyl
vybran prvni sloupec zleva, negbpaazenim prornnér;; do baze bychom se vratili
o krok zgt. Tato pror¢nna byla v minulém kroku (T4.21) kszena. Sloupce
s prongnnymi, jejichz z#éazeni by vedlo k navratu o krok &p budeme ozrmvat
tmavsi barvou. Jako kibvy zvolime sloupea;; a klicovy fadek ;. Zaevidujeme

perspektivni cesty (T4.24):
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Baze

B3

B4—

Proménna

ds

ds

Tabulka T4.24: Evidence neprozkoumanych kandidata (11/11).

Prejdeme ke3eniB® (T4.25).

B xB x1 x2 rl1l- rl1l+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ d1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
x1 1 0 O 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0| 20 -

d2 0O 0 O o -1 1 o0 O O O O 1 o0 0 o 0 3 3

x2 0O 1 o0 0 o o o O o O O -1 0 o 1 8 -

d4 0O 0 O 0 o o o o o O O 1 1 o0 -1}| 17| -

d1i 0O 0 O 0 -1 o 0o O O 1 0o OO0 -1 oO0f 14] -
ril+ 0O 0 -1 1 -1 0 0 O O O O o0 o0 o0 0| 10 |-10
r21- 0O 0 O 0 0 1 -1 0 0 0 0 1 0 0 -1 2 -
r22- 0O 0 O 0 0 0 0 1 -1 0 0 1 0 0 1] 12 -
alfa 0O 0 O 0 i1 1 0 0 0 0 O O -2 0 -10 -8] 36 |36
beta 0O 0 O 0O -05 05 O 0 0 0 0 o -2 0 -10 -8 6 |21
gama 0O 0 O 0 2 -2 0 0 0 0 0 0 -2 0 -10 -8] 5 |21
delta 0O 0 O 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 1 0 -10 -11] 12 |42
epsilon 0O 0 O 0 -05 05 O 0 0 0 0 0 1 0 -10 -11] -18 | 27
zeta 0O 0 O 0 2 -2 0 0 0 0 0 0 1 0 -10 -11] 32 |27
eta 0O 0 O 0 i1 -1 0 0 0 0 O O -3 0 -10 -7| 4 |-6
theta 0O 0 O 0O 0505 0 O O O O O -3 0 -10 -7] 14 |-22
iota 0 0 O 0 2 -2 0 0 0 0 0 0 -3 0 -10 -7| &4 |-21

Tabulka T4.25: llustrativni tloha (ll), krok (V).

Bod [20,8], hodnota Gelové funkce na hranici intervabeta a gama je 21. Z#adime

promgnnour;t, a rozsfime evidenci v tabulce (T4.26).

Baze B3

B* | B®

Pronenna| d;

ds | d3

Tabulka T4.26: Evidence neprozkoumanych kandidata (11/111).

V evidenci neprozkoumanych nedominovanyeBeni se opakovarobjevuje z&azeni

proménnéd;. Tyto moznosti ale nejsou rovnocennéiazani promdinnéd; v riznych

krocich algoritmu maji spatea pouze to, Ze v nasledujicim krokuibgeni jiz nelezelo

na teti omezujici podmince (degener&eBeni nyni neuvaZzujeme). V jednotlivych

piipadech by doSlo pokazdé kepunu do odliSného bodu, proto jeka evidovat

moznost zéazeni téZze prodmné pro tizné baze.
Prejdeme ke3eniB® (T4.27).
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B xB x1 x2 rl1l- rll+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ d1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
x. [1 o0 0o 0 0o 0o 0o 0 0 o0 o0 oo o of2s]-
2+ |0 00 0o -1 1 0 0 0 0 0 oo o of3]-
xx, |[o 1.0 0o 0o 0 0o o 0o 0 o0 10 o 1| 8[-
4 [o 0 o o 0o 0 0o o o 0 o0 11 0 -1 17 |17
d1 [o oo 0o 0 0o 0 0 0o o0 1 00 -1 ofu17]-
i+ [0 0o -1 1 0 0 0 0O 0O 0 0 0o 0o o ofu1]-
- [0 o o o 0o 0o 1 -1 0 0 0 0 10 0 -1| 2|2
- o 0o 0o o o o o 1 -2 o1 o0 o0 -] 1]

afa [ o 0o o o o o 0o 0o o o o 1 -2 0 -10 -8 39 [39
beta | 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -05-20 -10 -8|45]|20
gma [0 0 0 0o 0 0 0 0 0O 0 0 2 -2 0 -10 -8 6|2
deta |0 o 0 o 0 0o 0o 0 0 0 0 1 1 0 -10 -11f 15 |45
epsilon [0 0 0o 0o o 0o 0o 0o 0 0 0 -05 1 0 -10 -11]-195|26
zta [0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 0 -10 -1 38 |33
eta 0o 00 0 0 0O 0 0 0O 0 0 1 -30 -10 -7|47]-3
teta [0 0 0 0 0 0O 0O 0O O O 0 -05-3 0 -10 -7]|125[-23
iora [0 0o 0 0 0o 0o 0o 0 0 0o 0 2 30 -10 -7/ 70|15

Tabulka T4.27: llustrativni tloha (ll), krok (V1).

V bazickém feSeni B® existuje pouze jedinA moZnostiazeni prorsnné do baze
(nepaitame-li navrat zgt). Pokud bychom nahlédli do schématu prostdafpystnych
ieSeni, zjistili bychom, Ze z bodi23,8] existuji skuténé jen dw cesty. Hodnota

Ucelové funkce je 27. Evidenci neprozkoumanye®eni neniteba rozSovat. Rejdeme

k feSeniB”.

B xB x1 x2 rl1l- rl1l+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ d1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
x1 1 0 O 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0| 23 -
ri2+ 0O 0 O o -1 1 0O 0O O O 1 o0 0 O 0 3 -
x2 0 1 o0 0 0 0 -1 0 0 O O 0 O o0 0| 10 | -
d4 0O 0 O 0 0 0 1 o0 0O O O O 1 o 0| 15 |15
d1i 0O 0 O 0 0 0 o o o 1 1 o0 0 -1 oO0f 17| -
ril+ 0O 0 -1 1 0 0 0O O O O 1 o0 0 O 0| 13 | -
d3 0O 0 O 0 0 0 -1 0 0 0 0 1 0 0 -1 2 -
r22- 0O 0 O 0 0 0 -1 1 1 -1 0 0 0 0 0 0] 10 |10

alfa 0O 0 O 0 0 o 2 -2 0 0 0 1 O0 O -10 -10] 43 |43
beta 0O 0 O 0 0 0 2 -2 0 0 0O 05 0 0 -10 -10f 85 |24
gama 0O 0 O 0 0 0 2 -2 0 0 0 2 0 O -10 -10f 66 |31
delta 0O 0 O 0 0 0 -1 1 0 0 0 1 0 O -10 -10f 13 |43
epsilon 0O 0 O 0 0 0 -1 1 0 0 0 -05 0 0 -10 -10f-21,5]24
zeta 0O 0 O 0 0 0 -1 1 0 0 0 2 0 0 -10 -10f 36 |31
eta 0O 0 O 0 0 o 3 3 0 0 O 1 o0 O -10 -10] 53| 3
theta 0O 0 O 0 0 o 3 3 0 0O 0 -05 0 O -10 -10] 185]|-17
iota 0 0 O 0 0 0O 3 -3 0 0 O 2 0 0 -10 -10] 76 |-9

Tabulka T4.28: llustrativni tloha (ll), krok (VI1).

ReseniB” se nachéazi v b&d23,10], hodnota éelové funkce je 31. Evidence se ragzsi

o jednu polozku:
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Baze B3| B* | B> | B’

Promenna| d; | d; | d5 | d,

Tabulka T4.29: Evidence neprozkoumanych kandidatda (11/1v).

Zaradimer;; a gejdeme keSeniB® (T4.30).

B xB x1 x2 rl1l- rl1l+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ d1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
x1 1 0 O 0 0 0 0 0 0 0 1 0 O 0 0| 23 -
ri2+ 0O 0 O 0O -1 1 0 O 0O 0 1 o0 0 O 0 3 -
x2 0O 1 o0 0 0 0O 0 O -1 0 0 0 0 O 0| 20 | -
d4 0O 0 O 0 0 o o O -1 1 0 O O 1 o 0 5 5
d1i 0O 0 O 0 0 0O 0 O O 1 1 0 0 -1 o0} 17| -
ril+ o 0 -1 1 0 0O 0 © 0O 0 1 o0 0 o0 o 13 | -
d3 0O 0 O 0 0 0O 0 O -1 0 0 1 0 O -1 12| -
r21+ 0 0 O 0 0 0o -1 1 -1 0 0 0 0 O 0| 10 | -

alfa 0O 0 O 0 0 o o O 2 -2 0 1 0 0 -10 -10] 63 |63
beta 0O 0 O 0 0 o 0O O 2 -2 0 -05 0 0 -10 -10] 28,5| 44
gama 0O 0 O 0 0 o o O 2 -2 0 2 0 0 -10 -10] 8 |51
delta 0O 0 O 0 0 o o o0 -1 1 o0 1 O O -10 -10] 3 |33
epsilon 0O 0 O 0 0 0 0 0 -1 1 0o -05 0 O -10 -10|-31,5|14
zeta 0O 0 O 0 0 0 0 0 -1 1 0 2 0 0 -10 -10f 26 |21
eta 0O 0 O 0 0 0 0 0 B -3 0 1 0 0O -10 -10f 83 |33
theta 0O 0 O 0 0 0 0 0 B -3 0 -05 0 0O -10 -10] 485114
iota 0O 0 O 0 0 0 0 0 3 -3 0 2 0 0 -10 -10f 106 |21

Tabulka T4.30: llustrativni tloha (Il), krok (VIiI).

ReSeni B® se nachazi v b@d[23,20], hodnota souhrnnécéélové funkce je 21.

Rozsfime evidenci:

Baze B3 |B*|B5|B” | B®

Proménna| d; | d; | ds | d, | d,

Tabulka T4.31: Evidence neprozkoumanych kandidatu (11/V).

A postoupime keSeniB® (T4.32) z#iazenim prornnér;,.
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B xB x1 x2 rl1l- rll+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ d1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
x1 1 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 . 0 0| 23 |23
ri2+ 0O 0 O o -1 1 o O O O O 1 o0 O0 O 0 3 3
x2 0O 1 o0 0 0 0O 0 O O o o o0 o 0 0| 25 | -
r22+ 0O 0 O 0 0 o o O -1 1 0 0 O 0 0 5 -
d1i 0O 0 O 0 0 O o0 O O o0 1 1 o -1 0] 17 |17
ril+ 0o 0 -1 1 0 0O 0 O O o o0 1 o 0 0| 13 |13
d3 0O 0 O 0 0 0O o0 O O o o0 0 1 o -1| 17 | -
r21+ 0 0 O 0 0 O -1 1 0 0 0 0 O 0 o 15 | -

alfa 0O 0 O 0 0 o o O o O o 1 o0 2 -10 -10] 73 |73
beta 0O 0 O 0 0 0O 0 O O O O0 -05 0 2 -10 -10] 385| 54
gama 0O 0 O 0 0 0O o0 O O O O 2 0 2 -10 -10] 9 |61
delta 0O 0 O 0 0 o o o o O o 1 o0 -1 -10 -10] -2 |28
epsilon 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 -05 0 -1 -10 -10]-36,5(8,5
zeta 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 -1 -10 -10f 21 |16
eta 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 3 -10 -10f 98 |48
theta 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0O -05 0 3 -10 -10f 63,5]29
iota 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 3 -10 -10] 12136

Tabulka T4.32: llustrativni tloha (ll), krok (IX).

BazickéieSeniB® se nachazi v bed[23,25] a hodnota &lové funkce je 36. Toto
bazické feSeni je od p@tku soustavy sdadnic nejvzdale¥)Si. Tuto skuténost
uvadime pro zajimavost. U minimaliéa ulohy bychom obeénspiSe ¢ekavali, Zze se
do bodu, kde progmné nabyvaji nejvysSich moznych hodnot na progpipustnych
feSeni, nedostaneme. Zde je patrné uskali uloh emmGNnnimi didimi ucelovymi
funkcemi. Kwili raiznorodému charakteru gmic linearnich segmeintna jednotlivych
vicerozngrnych intervalech se #ie optimalniteSeni nachazet prakticky kdekoliv
v prostoru pipustnych feSeni. \feSeni pokréujeme z#&azenim pronné d,

a prejdeme k bazickémueSeni B1°(T4.33). Nasledujici kroky jsou uvéuny bez
komentdi.
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20

14
10

70
55
55

25

10
10
45

30

b
20

25

14
10

15

-5
-35

p2

x1 x2 rl1l- rll+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ d1 d2 d3 d4 pl

0

0

0
0
0
0
0
0
0

-10] 70
-10] 40
-10] 90

-10
-10

-10
-10
-10
-10
-10
-10
-10
-10
-10

2
2
2
-1
-1
-1
3
3
3

0
0
0
0
0
0
0
0
0

0

0

-0,5 0,5

0

0
0
0

0

0

-0,5 0,5

0

-10] 15

-10| 95
-10] 65

0

0

-0,5 0,5

0

0
0

-10] 115130

xB
x1
d2

cB

x2
r22+
dl

rll+
d3

r21+
alfa
beta

gama
delta
epsilon

zeta

eta
theta
iota

Tabulka T4.33: llustrativni uloha (ll), krok (X).

BlO

dy

BS

d,

B7

d,

BS

ds

B4

ds

B3

ds

Baze

7

~

menna

Pro

Tabulka T4.34: Evidence neprozkoumanych kandidata (11/V1).

10

60
60
35

15

-10
35
35

10

b

10
13
25

10

15

-15

-30 | 15

-5

p2

x1 x2 rl1l- rll+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ d1 d2 d3 d4 pl

0

0
0
0
0
0
0
0

-10] 60
-10] 45
-10] 70

-10
-10
-10

-10
-10
-10
-10
-10
-10
-10
-10
-10

2
2
2
-1
-1
-1
3
3
3

0
0
0
0
0
0
0
0
0

0

0

-0,5 0,5

0

0
0
0

0

0

-0,5 0,5

0

-10] 85
-10] 70
-10] 95

0

0

0 -05 05

0
0

xB
x1
d2

cB

x2
r22+
dl

ri2-

d3

r21+
alfa
beta

gama
delta
epsilon

zeta

eta
theta
iota

Tabulka T4.35: llustrativni tloha (Il), krok (XI).

Bll

ds

BlO

ds

BS

dy

B7

dy

BS

ds

B4

ds

BB

ds

Baze

7

~

nmenna

Pro

Tabulka T4.36: Evidence neprozkoumanych kandidata (11/VI11).
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Tabulka T4.37: llustrativni tloha (ll), krok (XII).

20

12
10
46

52

17

-13
16

22
-13

b

20

12
10

-14 1 16

-23 | 22

-8

p2

x1 x2 rll1- r11+ r12- r12+ r21- r21+ r22- 122+ d1 d2 d3 d4 pil

0
0

0
0
0
0
0
0
0

-10| 46

-9
-10,5 -10| 37

0
0 O

0

-2 0,5

2

-10| 52
-10

-8

-9
-10,5 -10

0
0
0 O
0
0

0

0,5

-10

-8

-9
-10,5 -10| 57

0
0

-10| 66

-1
0,5

-3
-3
-3

0 0
0

0

3

0
0

-8 -10] 72

0

-2

xB
x1
d2

cB

x2
d4

ril-

ri2-

d3

r21+
alfa
beta

gama
delta
epsilon

zeta

eta
theta

iota

Tabulka T4.38: llustrativni Gloha (11), krok (XI11).

B13

dq

B11

dy

BlO

ds

BS

dy

B7

d,

BS

ds

B4-

ds

B3

ds

Baze

7

~

nmenna

Pro

Tabulka T4.39: Evidence neprozkoumanych kandidata (11/V111).
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B xB x1 x2 rl1l- rll+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ d1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
x1 1 0 O 0 0 0 0 0 0O -1 0 0 0 1 0 -
d2 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 -1 ol 17 -
x2 0O 1 o0 0 0 0 1 0 0 0O 0 0 O 0 0] 10 |10
d4 0O 0 O 0 0 0o -1 0 0 0O 0 o0 1 0 0] 15 -
ril- 0O 0 1 -1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 4 -
ri2- 0O 0 O 0 1 -1 0 0 0 1 0 0 0 -1 0] 14 -
d3 0O 0 O 0 0 0 1 -1 O 0 0 O 1 0 0o -1 2 2
222 {o 0o o 0o o o 1M1 1 0 o oo 0 o] 10]-

alfa 0O 0 O 0 0 0 2 -2 0 0O -1 0 0 0 -9 -10] 26 |26
beta 0O 0 O 0 0 0 2 -2 0 0O 05 0 O O -105 -10f 17 |32
gama 0O 0 O 0 0 0 2 -2 0 o -2 0 O O -8 -10] 32 |-3
delta 0O 0 O 0 0 o -1 1 0 0O -1 0 O 0 -9 -10] -4 |26
epsilon 0O 0 O 0 0 0 -1 1 0 0O 05 O 0 0 -10,5 -10| -13 | 32
zeta 0O 0 O 0 0 0 -1 1 0 0o -2 0 0o 0 -8 -10f 2 -3
eta 0O 0 O 0 0 0 3 -3 0 0O -1 0 0O 0 -9 -10] 36 |-14
theta 0O 0 O 0 0 0 3 -3 0 0 05 O 0 0 -10,5 -10f 27 | -8
iota 0 0 0 0 0 0 3 -3 0 0 -2 0 0 0 -8 -100 42 (-43
Tabulka T4.40: llustrativni uloha (), krok (XIV).

Béze B3 B4 BS B7 BS BlO Bll BlB Bl4

Promennd| d; | d; |ds | d, | dy | dy | dy | di | dy

Tabulka T4.41: Evidence neprozkoumanych kandidata (11/1X).

B xB x1 x2 rl1l- rl1l+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ d1 d2 d3 d4 pl p2| b Q
x1 1 0 O 0 0 0 0 0 0 0O -1 0 0 1 0
d2 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0o -1 ol 17
x2 0O 1 o0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 1 8
d4 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 o -1| 17
ril- 0O 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 1 0 0o -1 0 4
ri2- 0O 0 O 0 1 -1 0 0 0 0 1 0 0o -1 0| 14
d3 0O 0 O 0 0 0 1 -1 0 0 0O O 0 0o -1 2
r22- 0O 0 O 0 0 0 0 0 1 -1 0 O 0 0 -1| 12

alfa 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 o -1 0 -2 0 -9 -8 22
beta 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0O o5 0 -2 0 -105 -8] 13
gama 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 o -2 0 -2 0 -8 -8| 28
delta 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 o -1 o0 1 0 -9 -11] -2
epsilon 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 05 O 1 0 -105 -11] -11
zeta 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0o -2 0 1 0 -8 -11] 4
eta 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 o -1 o0 -3 0 -9 -7] 30
theta 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 o 05 o0 -3 0 -105 -7] 21
iota 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 o -2 0 -3 0 -8 -7] 36

Tabulka T4.42: llustrativni uloha (), krok (XIV).

V posledni tabulce (T4.42) je zobrazeno baziek&eniB!®> nachazejici se v bed6,8].
Pti pohledu na vSechnargrchoziteSeni bychom zjistili, Ze jsme dosatéSeni, které
je totozné s prvnim ifpustnym bazickymiedenim, tedyB3 = B'>. Pokr&ovanim
ve vypatu by se realizoval znovu cely cyklus a vypb by nebyl nikdy ukoten.
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Béhem vypdtu je tedy i vhodné dlakym zpisobem sledovat, zdali nedoslo k nalezeni
nékterého zeSeni, které uz bylo nalezenidwvet. O této evidenci vice v kapitole 3.2.3.
Na nasledujicim obrazku je zobrazeno schéniahmdu prostoremifpustnychieSeni

odpovidajicictrnacti krokim algoritmu.

X2
—— —_—
n 0 L
20
é € 4
10
a B 14
0 k 10 20 0 X

Obrazek 4.12: Postup mnoZinou pfipustnych feseni ilustrativni ulohy ().

Toto schéma (4.12) odpovida posloupnostitbod

[0,0],[6,0], [6,8], [10,8], [20,8], [23,8], [23,10], [23,20],

[23,26],[20,26],[10,26], [6,26], [6,20], [6,10], [6,8],

kterou bylo mozné sledovat i viiehu feSeni vicekriterialnim simplexovym
algoritmem. Lze si vSimnou, Ze s vyuZzitim lexikdgrieého gistupu k volk vstupni
proménné do baze nebylo dosazen@&hém iteraci vSech moznych kandidat
na optimalni feSeni. Dosud nedosazeni kandidati na optimaeseni jsou
z geometrického hlediska vrcholy vicerazmého intervalie.
V teSeni ilustrativni ulohy (II) dosud nebylyibec prozkoumany dalSi perspektivni
baze, které byly éhem iteraci evidovany v tabulkach. Ve finélni evigtd tabulce
existuje celkem 8 neprozkoumanych perspektivnichi IBgohy. VyzkouSenim vSech
téchto moznosti by doSlo vzdy kgsunu na &ktery z vrchol viceroznérného intervalu
€. Do kazdého zthto vrchotli se Ize dostat ze dvou sousednichibadtjSiho obvodu

mnoziny gipustnych feSeni. Proto bylo nalezeno p&wsm neprozkoumanych
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perspektivnich cest, znichz vzdyéktera dvojice vede do téhoz vrcholu
vicerozngrného intervalte. Zkoumani vSech perspektivnich bazi jiz nebudewdeki
dopodrobna a iedstavime pouze finalnfeSeni, které bychom identifikovali jako
optimalni, kdybychom vyzkousSeli vSechny moZznosti.

Nasleduje tabulka optimalnitteSeni (T4.43).

B xB x1 x2 rl1l- rl1l+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ d1 d2 d3 d4 pl p2| b Q

x1 1 0 O 0 1 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0| 20

d2 0O 0 O 0o -1 0O 0 O O O 1 o0 0 O 0 3

x2 0O 1 o0 0 0 0 0 1 -1 0o O 0 0 O 0] 20

d4 0O 0 O 0 0 o o0 -1 1 0 O 0 1 O 0 5

d1i 0O 0 O 0 1 o 0 O O 1 0 0 O0 -1 0] 14

ril+ o 0 -1 1 1 0O 0 O O O O o0 o0 O 0| 10

d3 0O 0 O 0 0 0 0 1 -1 0 O 1 0 0 -1| 12

r21+ 0 0 O 0 0 -101 1 -1 0 0 0 0 O 0| 10
alfa 0O 0 O 0 i1 -1 0 0 2 -2 0 0 0 0 -10 -10] 60 |60
beta 0O 0 O 0O 0505 0 O 2 -2 0 O O O -10 -10] 30 |45
gama 0O 0 O 0 2 -2 0 0 2 -2 0 O 0 0 -10 -10] 8 |45
delta 0O 0 O 0 i1 1 o0 0 -1 1 0 O O O -10 -10] 0 |30
epsilon 0O 0 O 0O -05 05 O 0 -1 1 0 0 0 0O -10 -10f -30 |15
zeta 0O 0 O 0 2 -2 0 0 -1 1 0 0 0 0 -10 -10f 20 |15
eta 0O 0 O 0 1 -1 0 0 B -3 0 0 0 O -10 -10] 80 |30
theta 0O 0 O 0O -05 05 O 0 B -3 0 0 0 O -10 -10f 50 |15
iota 0O 0 O 0 2 -2 0 0 3 -3 0 0 0 0 -10 -10f 100 | 15

Tabulka T4.43: llustrativni tloha (Il), optimalni feSeni.

OptimalniieSeni této ilustrativni tlohy lezi v bbf20,20] a optimalni hodnotacélové
funkce je 15. Tuto hodnotu itheme nalézt ve sloupci realnych hodnot souhrnné
Ucelové funkcectyiikrat. Bod [20,20] je totiz hraninim bodemctyi viceroznérnych
intervali epsilon, zéta,théta a i6ta. Schéma optimalnihaeSeni je zobrazeno

na nasledujicim obrazku (4.12):
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Obrazek 4.13: Schéma optimalniho feseni ilustrativni tlohy (Il).

Schéma 4.13 odpovida tabulce optimalniegeni (T4.43) a kot&kem je ozné&en bod
[20,20], ve kterém existuje optimalni hodnota souhrnaélavé funkceZ(x) = 15.
Z tohoto bodu jsou vedenii Bipky. Ty odpovidaji v tabulce (T4.43) vSem paidmnim
zarazenim promnnych r,75,,75, do baze nasledujici tabulky. tAuZz by
se pokraovalo zdazenim jakékoliv progmné, bylo by zji&no, Ze nalezené béaze jiz
bud’ byly navstiveny, nebo vykazuji horSi hodnoty sonlér&elové funkce.

Zawrem této ulohy dodejme, Ze vipadt nemonotonniho fbehu rekteré z ditich
Gcelovych funkci je hledani optimalnineSeni podstatnslozi&jSi, nebd se v tomto
piipadt nepohybujeme pouze ve &m zlepSovani Eelové funkce. Resto je evidentni,
Ze vicekriterialni simplexovy algoritmus vede p@stu iterace &mi, snEry,
kde optimalniteSeni existuje. Tato uUloha ma ve skotesti trivialni reSeni, které
bychom nalezli postupem uvedenym v kapitole 4.3.Japlikace vicekriterialniho
simplexového algoritmu slouzi pouze ilustrativnigelim. U uUloh tSich rozndra
je pouziti vicekriterialniho simplexového algoritnwice neZ opodstatne, jelikoZz
u nich nemusi byt nuénpotreba zkoumat vSechny mozné existujici bazkidte baze

tento algoritmus dokéaze snadno identifikovat jakmnaované.
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4.7 llustrativni tloha hledani optimalniho ¥eSeni (Ill) — degenerace a symetrie

Na p‘edchozich dvou Ulohach byly ilustrovany dva zasgdipady hledani optimalniho
feSeni — monotonni a nemonoténni.¢Qllohy slouzily gedevsSim ke znazo¥ni
zakladnich aspekthledani optimalnih@eSeni ulohy s poastech linearnimidelovymi
funkcemi. Ve teti a také posledni ilustrativni Uloze budou uk&zspecifické pipady
feSeni v kontextu pouziti vicekriteriainiho simple&bo algoritmuRe3me nyni tlohu
minimalizujte Z(x) = Z1(x1) + Z,(x3)
za podminek
X1 +x, =20
X1 —x, <10
—x1 +x, <10
X1 +x, <40
o X1, % =0 (4-7-)
Z1(x1) = x1,%x; €(0,10)
Zy(xy) = —0,5x; + 15,x; € (10,20)
Z1(x;) = x; —15,x, € (20,30)
Z,(x3) = x5, %, €(0,10)
Z,(x;) = —0,5x, + 15,x, € (10,20)
Z,(x;) = x5, — 15,x, € (20,30)

Opet zobrazime podobu obou éith poc¢astech linearnich funkci:

Z4(x1) - | Zy(x2)

Obrazek 4.14: Priibéh dil¢ich ucelovych funkci Z;(x4) a Z5(x3), (vytvoreno v DGC).

Z predpisu (4-7-1) i obrazku 4.14 je ¥id ze Z,(x,) = Z,(x,). Tato skuténost mize
mit negiznivy dopad na vypeetni sloZitost Ulohy. Dale udene vztahy pro vypeet
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hodnot souhrnnécéélové funkce v jednotlivych vicerozmych intervalech, které jsou
zde ot identické s pedchozimi déma ulohami a ozrignéa, B,y, 5, ¢,{,1, 6, t.
Zo(x) = x1 + x5, V(x1, %) E@
Zp(x) = —0,5x1 + x5 + 15,¥(x1,x;) € B
Zy(x) = x1 + x, —15,¥(x1,x;) €y
Zs(x) = x1 —0,5x, + 15,V(xq,x,) €6
Z(x) = —0,5x¢; — 0,5x, + 30,V (xy,x;) €E € (4-7-2)
Z7(x) = x1 — 0,5x5,V(x1,x3) €
Zp(x) = x1 +x, — 15,V(x1, %) €7
Zo(x) = —0,5x1 + x5, V(xq,x,) €6
Z,(x) =x1 +x, —30,V(xq,x5) €t
U této ulohy bude ajt uvedena ilustrace prostot@Seni (4.15), nelvoje v tomto

piipads tento prostor odliSny odipdchozich dvou uloh.

X2
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1

Obrazek 4.15: Prostor pfipustnych feseni ilustrativni ulohy (lll).

Na obrazku 4.15 je zobrazen prostdfppstnychieSeni. Prostor vSechripustnych
ieSeni je reprezentovattvercem s vrcholy[15,5],[25,15],[15,25],[5,15]. Prostor
je zobrazen &etré vSech kandidat na optimalniteSeni udlohy. ¥chto kandidat je
v tomto gipact celkem 8. Celkovy peet vSech fipustnych bazi této ulohy je ovSem

vySSi. Z obecného popisu prostotippstnychieSeni je znamo, Ze kg, které tvai
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vicerozngrné intervaly, jsou v analytickém tvaru repreze@toy rovnicemi.
Ve vrcholech vicerozimeho intervalus se vzdy protinaji 3 Uusky. To znamena, Ze
v kontextu simplexového algoritmu &chto bodech budieSeni degenerované.
Model p'revedeme do kanonického tvaru:
minimalizujte Z(x) = (Z,(x) ... Z,(x))T
za podminek
Xy +x, —dy +p =20
X1 — X, +d, =10
—x1+x, +d3 =10
X1 + x5 +dy =40
rq — 11 =10
T — T2 = 20
r5; — 15 = 10
Ty — Ty = 20
X1, X2 20 (4-7-3)
kde
Zo(x) =x1 +x, +10p1,V(xq,x3) E
Zg(x) = —=0,5x1 + x, + 15 + 10p;, V(x4,x2) € B
Zy(x) = x1 +x, — 15 + 10p;, V(x1,x3) €Y
Zs(x) = x4 —0,5x, + 15+ 10p,,V(xq,x,) €S
Z.(x) = —0,5x; — 0,5x, + 30 + 10p,, V(x1,x,) € €
Ze(x) = x; — 0,5x; + 10p;, V(x1,x2) €¢
Zp(x) =x1 + x, — 15+ 10p;, V(x1, X)) €7
Zg(x) = —0,5x; + x5, + 10p, V(x1,x,) €6
Z,(x) =x1 +x, —30+ 10p,, V(xq1,x3) €t
Model zapiSeme do vychozi modifikované simplexautky (T4.44).
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alfa 1 1 10
beta |-05 1 10
gama 1 1 10
delta 1 -05 10
epsilon| -0,5 -0,5 10
zeta 1 -05 10
eta 1 1 10
theta |-05 1 10
iota 1 1 10
B xB x1  x2  rll-  rl1+ r12- r12+ r21- r21+ r22- 122+ d1 d2 d3 d4 p1l b Q
10 pl 1 1 -1 1 20 | 20
0 d2 1 -1 1 10 | 10
0 d3 -1 1 1 10 -
0 d4 1 1 1 40 | 40
0 ril- 1 1 -1 10 | 10
0 ri2- 1 1 -1 20 | 20
0 r21- 1 1 -1 10 -
0 r22- 1 1 -1 20 -
alfa 9 9 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 0 0 0 0 | 200 200
beta 105 9 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 0 0 0 0 [ 200] 215
gama 9 <) 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 0 0 0 0 200 I'185
delta 9 105 O 0 0 0 0 0 0 0 -10 0 0 0 0 200 | 215
epsilon 10,5 10,5 O 0 0 0 0 0 0 0 -10 0 0 0 0 | 200] 230
zeta 9 105 O 0 0 0 0 0 0 0 -10 0 0 0 0 | 200 200
eta 9 <) 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 0 0 0 0 200 I'185
theta 10,5 9 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 0 0 0 0 200 | 200
iota 9 9 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 0 0 0 0 | 200] 170

Tabulka T4.44: llustrativni tloha (1l1), krok (1).

Uloha z&ina v bod, kdeteSeni neniifjpustné. V prvni iteraci nedojde kKekavanému
vyfazeni pomocné pro¥nnép,, ale prodnnéd,. Je tedy jasné, zZe nasledujieseni

s

pripustné nebude. Zadime do baze pramnoux; a pejdeme kieSeniB? (T4.45).
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cB xB x1  x2  rll- r1l+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ d1 d2 d3 d4 pl b

pl 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 0 0 1 10| 5

x1 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 10 -

d3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 20 -

d4 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 30 | 15
ril- 0 1 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0
r12- 0 1 0 0 1 -1 o0 0 0 0 0 -1 0 0 0 10| 10
r21- 0 1 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 10 | 10
r22- 0 1 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 20| 20
alfa 0 18 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 -9 0 0 0 110 | 110
beta 0 195 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 -10,5 0 0 0 95 | 110
gama 0 18 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 -9 0 0 o |110f 95
delta 0 195 O 0 0 0 0 0 0 0 -10 -9 0 0 0 | 1101 125
epsilon 0 21 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 -10,5 0 0 0 95 | 125
zeta 0 195 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 -9 0 0 0 110 | 110
eta 0 18 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 -9 0 0 o |110f 95
theta 0 195 O 0 0 0 0 0 0 0 -10 -105 O 0 0 95 | 95
iota 0 18 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 -9 0 0 0 110| 80

Tabulka T4.45: llustrativni tloha (1l1), krok (II).

V reSeniB? k vyrazeni pomocné pramnép, opst nedojde. V této iteraci dojde pouze
ke znEné baze, hodnoty pravych strafistanou stejné. Zadime do baze pramnoux,
a prejdeme kieSeniB3 (T4.46).

B xB x1  x2  rll-  rl1+ r12- r12+ r21- r21+ r22- 122+ d1 d2 d3 d4 p1l b

pl 0 0 -2 2 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 1 10 5

x1 1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 -

d3 0 0 0 0O 0O O o o0 o 0 1 1 0 0 20 -

da 0 0 -2 2 0O 0O O o o0 o 0 1 0 1 0 30 | 15

x2 0 1 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 -
ri2- 0 0 -1 1 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 | 10
r21- 0 0 -1 0 O 1 -1 0 0O 0 1 0 0 0 10| 10
r22- 0 0 -1 1 0 0 0 0 1 -1 0 1 0 0 0 20 | 20
alfa 0 0O -18 18 0 O O 0 O O -10 9 0 0 0 [ 110] 110
beta 0 0 -195 195 O 0 0 0 0 0 -10 9 0 0 0 95 | 110
gama 0 0 -18 18 0 0 0 0 0 0 -10 9 0 0 0 110[ 95
delta 0 0 -195 195 0 0 O O O O -10 105 O 0 0 | 110] 125
epsilon 0 0O -22 22 0 O O O O O -10 105 O 0 0 95 | 125
zeta 0 0 -195 195 O 0 0 0 0 0 -10 10,5 0 0 0 110 | 110
eta 0 0 -18 18 0 0 0 0 0 0 -10 9 0 0 0 110[ 95
theta 0 0 -195 195 0 0 0 0 0 O0 -10 9 0 0 0 95 | 95
iota 0 0 -18 18 0 0 0 0 0 0 -10 9 0 0 0 110 | 80

Tabulka T4.46: llustrativni uloha (lll), krok (l11).

ReseniB? stale neni fipustné. Uloha obsahuje mnozstvi degenerovanycltkyah
feSeni, a proto se nejprve pr&imé v bazi musi vhodnym gobem ,poskladat”, aby
bylo mozné v postupu prostorertfigustnychieSeni pokréovat dale. Nyni jiz zvolime

dle testu pipustnosti jako vystupujici pramnoup, a prejdeme kieSeniB*.
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cB xB x1  x2  rll- r1l+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ d1 d2 d3 d4 pl Q
ril+ 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 -05 05 0 0 05 -
x1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -05 05 0 0 051 15 -
d3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 20 -
d4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 -1 20 | 20
X2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0O -05 -05 O 0 05 5 -
r12- 0 0 0 0 1 -1 o0 0 0 0O 05 -05 O 0 -05] 5 10
r21- 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 05 05 0 0 -0,5 5 10
r22- 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 05 05 0 0 -0,5] 15 ] 30

alfa 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 -9 20 | 20
beta 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,25 -0,75 0 0 -975]-25]125
gama 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 -9 20/[ s
delta 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -025 075 O 0 -9,75]12,5]27,5
epsilon 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,5 0 0 0 -10,5] -10| 20
zeta 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,25 0,75 0 0 -9,75]12,5|125
eta 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 -9 20/ s
theta 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -025 -075 O 0 -9,75]-2,5]-2,5
iota 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 -9 20 | -10

Tabulka T4.47: llustrativni loha (1l1), krok (IV).

ReseniB* (T4.47) je prvni fipustnéreSeni tlohy. Geometricky toteseni leZi v bad
[15,5] a hodnota &elova funkce je 12,5. Nabizeji seédwoznosti dalSiho postupu dle
hodnot stinovych cen tohoto bazickébeSeni. Zvolime prvni zleva jako vstupni
proménnou d,; a pejdeme kdalSimuieSeni B®>. Evidenci neprozkoumanych
perspektivnich bazi u této Ulohy nebudeme z&vadUcelem této Ulohy

je v nasledujicich dvou krocich ilustrovat v{ptni obtize degenerovanych uloh.

cB  xB x1  x2  rll- 11+ r12- r12+ r21- 21+ r22- 22+ dl1 @ d2 @ d3 d4| pl b Q
M+ [0 0 -1 1 1 0 0o o o o o o o o] -
xt. |1 0 o o 14 0 o o o o o o o o]|2]-
3 o o o o o o o o o o 1 1 o o]2]-
4 |o o o o 2 0 0 0o o o 1 0 1 o0]1w]sS
2. |o 1 o0 o 14 0 0o o o o -1 o o o |1w] -
a1 o o o o 2 0o o o o 1 -1 o o -1]|10] -
-0 o o o -1 1 1 -1 0 0 0 1 0o o0 o0fofo
22 o o o ol 1 o o 1 -1 0o 1 0o o o0]10]10

Afa o o o o 2 2 0o o o o o -1 0 o0 -10]3]30
Beta |0 0 ©0 0 05050 0 0 0 0 -1 0 o0 -10fo0]1s
Gma [0 o o o 2 -2 0 0 0 0o 0 -1 0 o -10]|3[1s
Deta | 0 0 0 0 0505 0 0 0 0 0 05 0 0 -10f15] 30
Epsilon [0 0 o o -1 1 0 0 0 0 0 05 0 o0 -10]|-15/15
Zta. | 0 0 0 0 05-05 0 0 0 0 0 05 0 o0 -10f1s]a1s
Eta o o 0o 0o 2 2 0 0 0 0o o0 -1 0 o0 -10]|3][15
Theta | 0 0 0 0 05050 0 0 0 0 -1 0 o0 -10fofo
lota__| 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 -1 0o o -0f30]fo

Tabulka T4.48: llustrativni loha (1l1), krok (V).

ReSeniB® leZi v bo@ [20,10]. Tento bod je prasbodem, kde nastava rovnosedh
omezujicich podminek zaraveNulova prava strana z¢iadegeneracieSeni. Hodnota
Gcelové funkce je 15 a je oz¥enactyiikrat, jelikoZ totoieSeni lezi na hranigity
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vicerozngrnych interval. Tmavou barvou je ozfiana navratova cesta, kterd

je vylowena z vyBru vstupni prorinné. Pejdeme kieSeniB®.

cB  xB x1  x2  rl1l- rll+ r12- r12+ r21- 21+ r22- 22+ dl1 @ d2 @ d3 d4| pl b Q
ril+ 0 0 -1 1 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 10 -
x1 1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 20 -
d3 0 0 0 0 o0 o0 0 0 O 0 1 1 0 0 |]20| -
d4 0 0 0 o o o0 -2 2 0 O 0 -1 0 1 0 10| 5
x2 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 10 -
dl 0 0 0 0 0 0 -2 0 0 1 1 0 0 -1 10 -
ri2+ 0 0 0 0o -1 1 -1 0 0 0 1 0 0 0 0 -
r22- 0 0 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 0 0 10 | 10

alfa 0 0 0 o o o0 2 -2 0 O 0 1 0 0 -101] 30] 30
beta 0 0 0 0 0 0 05 -05 O 0 0 -0,5 0 0 -10] O 15
gama 0 0 0 0 0 0 2 -2 0 0 0 1 0 0 ;10| 30 15
delta 0 0 0 0 0 0 05 -05 0 O 0 1 0 0 -10] 15] 30
epsilon 0 0 0 o o o0 -1 1 o0 O 0 -05 0 0 -10]-15] 15
zeta 0 0 0 0 0 0O 05 -05 O 0 0 1 0 0 -10 ] 15| 15
eta 0 0 0 0 0 0 2 -2 0 0 0 1 0 0 ;10| 30 15
theta 0 0 0 0 0 0 05 -05 0 O 0 -05 o0 0 -10] 0 0
iota 0 0 0 0 0 0 2 -2 0 0 0 1 0 0 -10]1 30| O

Tabulka T4.49: llustrativni tloha (lll), krok (VI).

ReseniB® ma totozné pravé strany a hodnotgldvych funkci s fedchozimiesenim

a doSlo pouze k z&n¢ nékterych promdnnych v bazi. i omezujici podminky, které

se v tomto bo#l setkavaji, jsou @eny pronénnymiry,, %, 151, 757, d,. Nekteré z &chto
proménnych se musi v tomto b&drystidat v bazi, aby bylo mozné pokmvat déle.
Pokud je ®ktery vrchol mnoziny fipustnychieSeni obech uréen n podminkami,
potom je i nutné v témze bd&drovéstn — 1 iteraci vicekriteridlniho simplexového
algoritmu. Cely postupreSeni této konkrétni dlohy uz nebude uveden. UkaZzme
optimalni feSeni této ulohy nalezené vicekriterialnim simplgro algoritmem

v tabulce (T4.50).
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cB xB x1  x2  rll- r1l+ r12- r12+ r21- r21+ r22- r22+ d1 d2 d3 d4 pl b Q
ril+ 0 0 -1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 | 10
x1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 20 | 20
d3 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 10 5
r21+ 0 0 0 0 -1 -1 1 0 0 0 0 0 1 0 10 -
X2 0 1 0 0o -1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 20 -
di 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 -1 20 -
d2 0 0 0 0 -2 0 0 0 0 0 1 0 1 0 10 -
r22- 0 0 0 0 1 0 0 1 -1 0 0 0 -1 0 0 0

Alfa 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -10 | 40 | 40
Beta 0 0 0 0O -15 15 0 0 0 0 0 0 0 1 -10 | 10| 25
Gama 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -10] 40| 25
Delta 0 0 0 0 15 -15 O 0 0 0 0 0 0O -05 -10| 10| 25
Epsilon 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -05 -10]-20] 10
Zeta 0 0 0 0 15 -1,5 0 0 0 0 0 0 0O -05 -10] 10] 10
Eta 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -10] 40| 25
Theta 0 0 0 0 -15 15 O 0 0 0 0 0 0 1 -10| 101 10
lota 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -10 | 40| 10

Tabulka T4.50: llustrativni tloha (lll), optimalni feSeni.

V tabulce (T4.50) je optimalnfeSeni Ulohy. TotoreSeni je degenerované, jelikoz
r,, = 0, a tak je jisté, ze totéz optimalf@Seni ulohy lze zobrazit i pomoci jiné baze.
Optimalni hodnota delové funkce je 10.

Pritomnost degenerace v Uloze s nekonvexnégsiech linearni funkci neznenioie
nalezeni optimalnihéeSeni. Vypoet této ulohy se ovSem prodluzuje. Zejména pokud
omezujici podminky Uulohy svou strukturou v prostamSeni kopiruji strukturu
viceroznérnych interval uréenych linearnimi segmenty dich (telovych funkci.

Tato uloha je row¥ specifickd totoznosti obouc&lovych funkci. Pokud bychom
prostor @ipustnychieSeni této ulohy (4.14) imaginé&rnozclili pfimkou s pedpisem
X, = x4, zjistili bychom, Ze tatoifimka je osou sou#nnosti tohoto prostoru. Hodnoty
ucelovych funkci existuji identicky na obou poloparsich uéenych touto fimkou.

Z hlediska pouzitého algoritmu je tato situace t@dna. Vicekriteridlni simplexovy
algoritmus vede Kk optimalnimureSeni vzdy uitymi perspektivnimi = srry.

U symetrické ulohy jako je tato je jednoZnast cest k optimalnimiéeSeni narusena

a nafista p@et vSech moznycteSeni, ktera ja¢ba celkow prozkoumat.

4.8 Orientace ve viceroznirném prostoru reSeni

VSechny doposudieSené ilustrativni dlohy byly svoji povahou nekoiplané
a vykazovaly pouze zakladni atributy modelové Ulopyg castech linearniho
programovani s nekonvexntelovou funkci. Zadani jednotlivych Uloh bylo zvoten

uvedenym zfisobem, aby bylo mozné&iptup kieSeni ilustrovat snadno a pttende
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piivétivou cestou. Obecny postupeSeni Ize aplikovat i na slog&i ulohy.
V ilustrativnich tlohach byla doposud opomijena ktikace, ktera se ¥thto Ulohach
piimo neprojevila. Touto komplikaci rozumime idetifte realné hodnoty souhrnné
Ucelové funkceZ (x). V feSenych ulohéch byla vZzdy ze sloupce realnych hodmbh2)
Gcelové funkce vybrana jednai vice (v gipadt, Ze teSeni lezelo na pomezi
vicerozngrnych interval) hodnot. Tuto hodnotu bylo mozné identifikovat |ealem
do schématu prostoruiipustnychieSeni, tj. ufili jsme, ve kterém vicerozémém
intervalue, 8,v,9,¢,{,n, 0, se stavajicteSeni nachazi a dle souhrnré@lavé funkce
pro dany interval jsme &iti dosazenim hodnot praimnych jeji hodnotu.

Pfi predsta¢ Ulohy vice nez i rozhodovacich prosmnych se fidava prvni
komplikace, a tou je nemoznost rovinnétioprostorovéhé® zobrazeni. K tomu dale
pfipojime Uvahu, Ze dil Uc¢elové funkce maji &Si paet linearnich segmeint
V ilustrativnich Ulohéach existovaly pro kazdoucdilicelovou funkci pouze 3 segmenty.
V piipact vétSiho pd@tu segmernit vznika slozita i, jejiz piinik s prostorenteSeni
tlohy rozstuje mnozinu o nové kandidaty na optiméaieseni.

Ma-li kazda diti ucelova funkce modelu préaw linearnich segmet potom z hlediska
zobrazeni jednotlivych vicerozmmych intervah existuje VR? praw p? obdélniki,

v R3 praw p3 rovnolEznostni a vR™ praw p™ polyedf, které vzniknou jako ginik
poloprostod urcenych pary vzajenminrovnolEZznych nadrovintadu n. Zejména vR"
vizualn® obtizre predstavitelny prostor &tuje identifikaci realné hodnoty souhrnné
Ucelové funkce v jednotlivych krocich algoritmeseni.

Aby bylo mozné identifikovat, ve kterém vicerommeém intervalu se stavaji¢éSeni

praw nachazi, bylo by v praktickém vy§ta nutné porovnavat hodnoty rozhodovacich
promennych x; s @islusnymi rozdilovymi progmnymi clicich bodi rj;”. Pristup

k urgeni ,momentalni polohy* ukazme na malém ilustrafivmiikladu vR2.

Uvazujme ulohu dvou prognnych x;,x, a dvou didich &elovych funkci
Z1(x1),Z5(x5), znichz kazda zthto funkci je definovana pomocii tlinearnich

segment. Potom jis¢ existuji podminky &icich bodi tohoto modelu:

28 Zobrazeni Ulohy v prostorB® miZzeme taktéZz povaZovat za wigpivé, a to i v pipads dostupného
softwaru, ktery dokaze interakti¥rzobrazit prostoteSeni Ulohy. Toto zobrazeni je vhodné pouze pro
jednodussi dlohyt pronmgnnych.
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— + _
X1+ 71— = kg

- + _
X1+ 71— T =k

(4-8-1)
Xy + 171 — 131 = kas
Xy + 155 — Toh = koq
a diki dcelové funkce takove, ze
Z1(x1) = Z11(x1),x € (0; kq)
Z1(x1) = Z12(x1), x € (k115 ky2)
Z1(x1) = Z13(x1), x € (kqp; )
(4-8-2)
Zy(x3) = Z31(x2),x € (0; kz1)
Zy(x3) = Z33(x2), x € (kaq; kaz)
Zy(x2) = Zz3(x2), x € (kyz; )
Potom nasledujici vyroky jsou pravdive:
x1 S kyy Axp S kg = Z(x) = Z11(xq) + Z31(x2)
kiy S x1 S ki Axy S kpy = Z(x) = Z15(x1) + Z51(x3)
X1 = kip AXg < kg = Z(x) = Zy3(x1) + Z31(x2)
X1 S kig Nkyy S xp < kyy 2 Z(x) = Z11(x1) + Z55(x3)
kit < xq <kiaNkyy S xy<ky; > Z(x) =2Z15,(x1) + Z5,(x3) (4-8-3)

Xy 2 Kkip Nkyy S xp S kyy = Z(x) = Z13(x1) + Z35(x7)
X S kg Axy 2 ko 2 Z(x) = Z11(x1) + Z3(x3)
kin xS kipa Axy 2 kyy = Z(x) = Z15(x1) + Z23(x3)

X1 = Kip ANxy = kop = Z(x) = Z13(x1) + Z3(x3)

UvedenéreSeni neniiffliS praktické z dvodu velkého mnoZzstvi ¢tovani pravdivosti
jednotlivych vyroki, kterych je vR™ celkemp™. Tento gistup je proto spiSe vhodny
pro ulohy mensich rozéni.

4.8.1 Modifikace cenovych koeficienti tlohy

Je teba nalézt takovyifstup, ktery ze vSech moznych hodnot souhrniedotré funkce
urci ty hodnoty, které skute¢ plati pro stavajicteSeni. ElegantnimheSenim tohoto
problému je vyuziti prohibitivnich cenovych koeéoii v Gloze vicekriterialniho

programovani. Stefnjako jsou tyto koeficienty vyuZity pro vyléeni pomocnych
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proménnych zieSeni, Ize je vyuzit i procal identifikace polohy na konvexnim
polyedru.

Realnou hodnotu souhrnn&elové funkce lze #hem vypdtu nalézt ve sloupci
skute&nych hodnot &Gelové funkce v pravé dolnéasti modifikované simplexove
tabulky. Z ilustrativnich fiklada jiz vime, Ze vzdy jen &které z hodnot tohoto sloupce
vyjadiuji skut&nou hodnotu souhrnnécélové funkce. Ostatni hodnotyitem ani
nemaji Zadnou redlnou interpretaci, jelikoz vyjgdhodnotu souhrnnécélové funkce
v oblastech prostorufipustnychreSeni, kde &ec nejsou fislusné didi icelové funkce
definovany. Bylo by proto vhodné tyto neinterprettainé hodnoty ¢jakym zpisobem
odlisit od hodnot hledanych.

Ve vSech ilustrativnich ulohach byly cenové koedinty rozdilovych prorénnychrj;/ *

vSech ditich elovych funkci vzdy nulové. Pokud namisto nulovykbeficienti
zavedeme prohibitivni sazby rozdilovych pgmych v &ch viceroznirnych
intervalech, ve kterych dil Gcelové funkce nemaji smysl, potom i &chto
viceroznérnych intervalech obdrzime pro jednotliva bazi¢gdeni nezaddouci hodnoty
Gcelovych funkci. Zvolime-li jako prohibitivni sazllostaténé velkou hodnotu, potom
se vzniklé nezadouci hodnotygalovych funkci budou dostate odliSovat od hodnot
realnych.
Uvedme giklad v R? prop = 3 a posledni segment je vzdy ohk@mi realnymgislem
ki;. Obecr preformulujeme dGelové funkce na jednotlivych viceroZmych
intervalech na:
Z(x) = Z11(x1) + Z1(x2) + Mr'y + Mry+, Mryy + M1y,
x1 € (0; kq1) A xy €(0; kyy);
Z(x) = Z15(x1) + Z1(x2) + Mry + Mriy+, Mryy + M1y,
x1 € (k115 kq2) A xy €(0; kpy);
Z(x) = Z13(x1) + Z1(x2) + Mry + Mrip+, Mryy + M1y,
x1 € (kiz; ky3) A x5 € (0; kypy); (4-8-2)
Z(x) = Z11(x1) + Z35(x5) + Mr{y + Mrjy+, Mry; + Mry,
x1 € (05 k1) A xy € (kaq; ka2);
Z(x) = Z15(x1) + Z35(x5) + Mr{y + Mriy+, Mry; + Mry,
X1 € (ki1; k12) A xy € (Kaq; ka2);
Z(x) = Z13(x1) + Z35(x5) + Mr{y + Mr+, Mry; + Mry,
X1 € (kig; kq3) A xy € (K15 k22);
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Z(x) = Z11(x1) + Z3(x5) + M1y + Mrjy+, Mry; + Mry,,
x1 € (05 k11) A xy € (kaz; ka3);
Z(x) = Z15(x1) + Z3(x5) + Mr{y + Mrjy+, Mry; + Mry,,
X1 € (ki1; k12) A xy € (kg5 ka3);
Z(x) = Z13(x1) + Zo3(x3) + Mr{; + Mrip+, Mry; + Mry,,
X1 € (ki; k13) A Xy € (kg5 ko3);
Z(x) > MIN:M » Z;,Vj = 1,2;
Z(x) > MAX:M < Z;,Vj =1,2;
Timto jsou znevyhodimy ty pronénné rozdilovych boil které v danych
viceroznérnych intervalech nemohou existovat (nabyvat nemdb hodnot).
Vysledkem jsou velmi vysoké (nizké) hodnotielovych funkci v &ch intervalech, kde
stavajicireSeni nema smysl. Nagokud
x1 € (0; k1) A xy € (0; kzq) (4-8-5)
Potom
Zy1(x1) + Z31(x2) = Z(x)
Zy(x1) + Za(x2) = M,k > 1

Timto zpisobem snadno identifikujeme sktrteu hodnotu souhrnné&élové funkce

(4-8-6)

v prislusném vicerozsmeém intervalu, jelikoz se tato hodnota svyadem znéné

odliSuje od hodnot v ostatnich intervalech.

4.8.2 Orientace v evidenci neprozkoumanych bazi ulohy

V Uloze (4-6-1) bylo ukazano, ze volbou vstupninoné do baze lexikografickym
piistupem se vdkteré iteraci Ize dostat k bazickéneSeni, které jiz bylo dosazeno
v nekteré iteraci pedchozi. V takovémifpadt je vypaiet této ¥tve ieSeni ukoden

a prejde se ke zkoumangkteré z perspektivnich bazi v eviden tabulce. B velkém
poctu iteraci v rénim vypatu je obtizné tuto situaci zaregistrovat, aniz yy\eden
n¢jaky zaznam o jiz navstivenych bazich.élhazickareSeni povaZzujeme za totozna,
pokud je vyet prongnnych €chto bazi totozny. Pokud je totoZznyéey pronénnych,
potom i hodnotydchto pronénnych v obou bazickycteSenich jsou totozné.

V ilustrativnich tlohach v této praci se jednalalohy o osmi rovnicichgili bdze ulohy
byla vy¢tem osmi prordnnych. Porovnavat takové mnozstvi pgmmych navzajem
je zna&né¢ nepraktické. K uteni, zda jsou dv baze totozné, posta srovnani

rozhodovacich prosmnych modelu. Hodnoty rozhodovacich promych gedstavuji
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polohu stavajicihaeSeni v prostoru vSecteSeni. Je tedy mozné porovnavat pouze
hodnoty rozhodovacich pramnych Ehem vypdtu. V piipad, Ze feSeni neni
degenerované, potom lze tvrdit, Ze porovnavané bgEoel stejné. V fipad

degenerovanéhi@seni je nutné porovnat i hodnoty vSech ostatrmicinnnych.
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5 Algoritmus FeSeni optimaliza €éni ulohy s nekonvexni

po ¢astech linearni funkci

V kapitole 4 byl postuph popsan vznik navrhovaného algoritmu a jeho vyirist
byla demonstrovana naeth odliSnych Ulohach. Bylo ukazano, Ze postegeni je
odliSny pro udlohu s monotonni¢élovou funkci a s nemonoténnialovou funkci.
Ve ftieti ilustr&ni Uloze bylo poukdzano na Uskalékterych tym uUloh, & uz
s monotonnéi nemonotonni Eelovou funkci.

Na paatku algoritmu je vzdy formulace ulohy. Yipact této prace fedpokladame jiz
formulovany matematicky model, ktery je abstrakgaké realné ulohy. V ramci této
prace zarove predpokladame, ze matematicky model Ulohy je formargvsprava

a smyslupld. Tedy Ze jeho omezujici podminky si navzajem neagjpa Ze existuje
néjaké gipustnéreSeni udlohy, které neni neomezené. N&pw celého algoritmu je
tedy zadan optimalizai model s nekonvexni poastech linearni delovou funkci
a linearnimi omezujicimi podminkami (PWLP). Tentodal je poté jednoziaym
zpisobem peveden na model s podminkanglicich bodh (PWLP-B), ktery zohletuje
existence linearnich segménmtilcich pocéstech linearnich funkci modelu.

DalSi fazi je pevedeni modelu PWLP-B na model vicekriterialnihogpamovani
(PWLP-MC) Dle schématu na obrazku 4.1 jeéeldva funkce modelu PWLP-B
redefinovdna pomoci fragméntpavodni (telové funkce na vektorovoucélovou
funkci. Na model ve tvaru PWLP-MC je jiZ moZné &piiat vicekriteridlni simplexovy
algoritmus. Algoritmus prohledava vSechny nedomam®/ kandidaty na optimalni
feSeni, a to rozdilnym apobem pro Ulohu s monotonfiinemonotonni funkci. Schéma
celého postupu je zobrazeno diagramem na obrazku 5.

Bylo ukazano, Ze vifpack monoténnich déiich &elovych funkci sréuje algoritmus
k feSeni jednozrémé. Je ovSem poékba pro¥iit, zdali neexistuje dalSi alternativni
optimalniteSeni nebo dokonce nekén& mnoho optimalnickkeSeni. V situaci, kdy je
alespa jedna z ditich elovych funkci nemonotonni, jefeba pro¥fit vSechna
nedominovan&eSeni, jelikoz algoritmus k optimalnintaSeni nesgtuje jednoznéné.
Tato feSeni je pakiéba porovnat a vybrat ta, v nichZ je dosazeno @ptirhodnoty

ucelové funkce.
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Optimalizacni dloha s
nekonvexni po ¢astech lin.
Funkci (PWLP)

Transformace PWLP na PWLP-B
pridanim podminek délicich
bod

Prevod ulohy na vicekriterialni
optimalizacni problém dle
fragmentl souhrnné ucelové
funkce
(PWLP-MC)

Jsou
vsechny

P ano
dilci

ucelové
funkce

monotoénni
?

Prohledej vsechna
nedominovana reseni

Vyber z nich vSechna optimalni
reseni

Nalezni nékteré optimalni
reseni ulohy

Proveér, zdali existuje
alternativni optimalni reseni

Konec

Obrazek 5.1: Schéma algoritmu feseni tlohy.
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6 Zaver

V disert@&ni praci byla provedena analyza vybranych litedrnzdrofi a s pomoci
syntézy ziskanych pozndtkoyl vytvoren navrhieSeni modelu p@éastech linearniho
programovani s nekonvexnéalovou funkci. V této zarecné kapitole budou shrnuty
nejdilezitéjSi body realizovaného vyzkumu na uvedené témaedspaveny vysledky
zkoumani.
Literarni grehled obec# shrnuje problematikou souvisejici s problémy optirace
a modely pocastech linearniho programovani. V kazdé z kapiwlvice ¢i méns
objevuji dilezité poznatky, které byly nasletmyuzity pri vypracovani navrhieseni
zvoleného problému.iBdevsim bylo vyuZito poznatk nasledujicich oblasti:

* Hledani extrém funkci

* Linearni programovani a simplexova metoda

» Vicekriterialni programovani a vicekriterialni silepova metoda

» Podminky optimalityeSeni

» Konvexnost funkci

* Pocéastech linearni programovani

V druhé casti prace bykeSeni problém hledani optima u ulohy &stech linearniho
programovani s nekonvexnic¢alovou funkci. KieSeni problému bylo fstoupeno
v navaznosti na praci HouSky a BroZzové (2002) a SHpu (2003 a 2005),
a to gevedenim pa@astech linearniho problému na model linearni. Byltné vyesit
otdzku nekonvexnosti dich &elovych funkci optimalizéniho modelu. Nekonvexni
charakter Gelovych funkci ma za nasledek nejednamuest polohy optimélnihéeseni.
Bylo nutné vyesit, jakym zjisobem prochazet prostotipustnychieSeni, aby bylo
optimalnifeSeni ulohy nalezeno v rozumnéase s vyuZzitim rozumnych vygetnich
prostedk.

Byla nalezena analogie mezi vicekriteridlnim pragpaanim a paastech linearnim
programovanim. Bylo dokazano, Ze kombinace line&rsegmerit diléich &elovych
funkci Ize chapat jako kritéria rychlosti postupuddsazeni optimalnihgesSeni.
Uloha byla pevedena na vicekriterialni optimaléré problém aesena vicekriterialnim
simplexovym algoritmem. Bylo dok&zano, Ze optiméésieni paastech linearni dlohy
je rekteré ze vSech nedominovanyi@seni vicekriterialni tlohy. JelikozZ vicekriterigln
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simplexovy algoritmus prochazi vSechna nedominovaséni ulohy, potom je mozné
nalézt jedno nebo vice optimalniidseni tlohy v konmém pa@tu kroka.

Jednodussi situace nastava ippct Ucelovych funkci s monotonnim ijdséhem.
Bylo dokazano, Ze ué¢hto uloh Ize dosahnout optimalnihiesSeni snadno.
Je vS8ak pditba proviit, zdali neexistuji alternativni optimalibéSeni alohy. V fipac
nemonotdnniho fibéhu &elovych funkci je situace komplikovana, nékaigoritmus
nesngruje k optimalnimuieSeni pimo, a vieSeni je mozné se pohybovat iéem
,vzad“. Tento pipad je na p&et kroki algoritmu naronéjsi.

Uvedené dv varianty byly podrob# ilustrovany na fkladech a jejichteSeni bylo
doplreno koment& o zobecnitelnosti uvedeného postupu. Tytoe duohy byly
doplrény o specialni fipad ulohy, jejiz mnozinaftfpustnychieSeni je symetricka
a obsahuje degenerované baze. Zde byla diskutaiskadi této vypoetné negiznivé
alohy.

V zawru je ¢tendi predstaven zjsob, jakym se Ize 1épe orientovat v prosttegeni.
Tento prostor je totiz w dimenzich &Zko predstavitelny, a vysledné hodnotyelovée
funkce i obtiz® identifikovatelné a interpretovatelné.

Vyuzitelnost navrzeného postupu pesSeni praktickych probléimlze nalézt obecn
u kazdé nelinearni optimaligai Ulohy. Kazdou nelineéarni funkci Ize s pomadnych
metod aproximovat na funkci p&astech linearni, a to €t&i ¢i menSi pesnosti.
V ekonomickych aplikacichtasto vyjaduje (telova funkce naklady nebo vynosy
n¢jakého procesu, resp. trend jejichilpthu. V pripact nakladi Ize tuto Kivku chapat
jako nékladovou funkci ndp vyroby. Pokud bude vyroba omezengakou sadou
podminek, potom je nanejvyS vhodné aplikovat v t&toaci optimalizéni model.
ProtoZe v praxi zpravidla linearni vztahy nepl&té atekavat, Ze i obecna nakladova
funkce bude mit nelinearni charakter. Stejnyntispbem Ize nahlizet i na funkce
produlkéni. Aproximace nelinearni funkce na pastech linearni GZe znamenat
vypocetni Usporu u slozijSich typh modet.

Predstaveny algoritmus neni vhodny praimuieSeni v pipad rozsahlejSich uloh.
Je vS8ak zaloZen na iterativnim algoritmu, jehoZoruattizovana verze ma ve &%
pacitatt mnoho podob. NavrZzeny algoritmus je moziéngst do programové podoby.
O tomto algoritmu je zndmo, Ze q&1 jeho iteraci je koray. Zde Ize spabvat vyhodu
oproti algoritmim teSicim slozZité nelinearni problémy.ieRedenim na problém

po ¢astech linearni Ize ziskat dostai&dobréieSeni v rozumném vypetnimcase.
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